Avd. Matematisk statistik

TENTAMEN I SF1902 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
TISDAGEN DEN 9:E JUNI 2015 KL 14.00-19.00.

Kursledare och examinator : Bjorn-Olof Skytt, tel 790 8649.

Tillatna hjdlpmedel: minirdknare, lathund till statistikfunktioner pa Texas Instruments-rédknare
(TI-82 Stats och hogre) utan egna tilldgg, laroboken av Blom m.fl. utan egna tilligg, institutionens
formelsamling utan egna tillagg samt formelsamlingen BETA utan egna tillagg.

Resonemang och utréikningar skall vara sa utforliga och vil motiverade att de ar latta att folja.
Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.

Uppgift 1

Antag att i genomsnitt var tionde bil som passerar Héiggvikavfarten pa E6 kor for fort och att
olika bilar haller oberoende hastigheter. En polis méter hastigheten pa 15 bilar.

a) Vad &ar sannolikheten att ingen bil kor for fort?

b) Vad &r sannolikheten att minst 3 bilar kor for fort?

Uppgift 2

I faderskapsmal undersoks ofta blodgrupper hos moder, barn och den utpekade fadern. For en-
kelhets skull betraktar vi bara det s k ABO-systemet (i verkligheten underscks ett flertal blod-
gruppssystem). For barn vars moder har blodgrupp 0 beror den av faderns blodgrupp betingade
sannolikheten att barnet skall fa blodgrupp A0 enligt:

faderns blodgrupp | sannolikheten att barnet
skall fa blodgrupp A0
A0 1/2
AA 1
AB 1/2
Ovriga 0

Sannolikheten att en pa mafa vald man skall ha blodgrupp A0, AA, AB respektive ”6vriga” ér
0.36, 0.08, 0.02 respektive 0.54.

Berakna sannolikheten att fadern har AA nar barnet har AQ och modern 0.
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Uppgift 3

En ideell férening Den Grona Jorden planerar en insamling for utokning av gronomraden runt
fastigheterna. Foreningen skickar darfor ett brev till var och en av de 1000 medlemmarna dér man
ber om ett bidrag pa 50 eller 100 kronor. Man vet fran tidigare att 50 och 100 kronors bidrag &r
lika vanliga och att 20% av medlemmarna inte ger nagot bidrag.

Bestdm med hjélp av en lamplig och vélmotiverad approximation, sannolikheten att foreningens
sammanlagda insamling 6verstiger 58 000 kronor.

Uppgift 4

En icke tidigare kénd obotlig sjukdom har borjat sprida sig. Man vill undersoka om ett nyutvecklat
vaccin har nagon effekt mot denna sjukdom. Man véljer darfor slumpméssigt ut 5450 personer
som befinner sig i riskomradet och vaccinerar hélften av dessa. Efter ett ar finner man att 30 av
de som har vaccinerats har drabbats av sjukdomen, medan 190 av de som inte har vaccinerats har
drabbats av sjukdomen.

Avgor med ett val motiverat konfidensintervall om vaccinet kan sédgas ha effekt eller inte. Anvéand
risknivan 1%. Ange tydligt vilka de uppstéllda hypoteserna dr och vad slutsatsen ér.

Uppgift 5

Vid tillverkning av en viss detalj kan tva typer av fel uppsta, A och B. Dessa fel kan dock ej
uppkomma bégge tva pa en och samma detalj.

I forséljningsspecifikationen for denna detalj star det angivet att fel A forekommer med sanno-
likheten 0.05, och fel B med sannolikheten 0.09. For att utrona om dessa virden fortfarande &r
aktuella sa kontrollerades 150 enheter uttagna helt slumpmaéssigt. Av dessa befanns 12 st ha fel
A, 21 st ha fel B, och resten var felfria.

Utfor ett statistiskt test pa 5% signifikansniva for att avgora om forsdljningsspecifikationen &r
forenlig med data.

Uppgift 6

For att undersoka effekten av tva olika rostskyddsmedel, M; och Ms;, behandlades 10 jarnstavar
med medel M; och ytterliggare 10 stavar med medel M,. Pa var och en av 10 olika platser griavdes
dérefter tva stavar ned; en stav med varje behandling. Efter tva manader togs alla stavar upp och
graden av rost miéttes. Foljande métvarden (i lamplig enhet) erholls:

Plats: | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Medel M;: || 19.15 23.35 20.10 16.70 31.85 17.70 2277 21.71 34.06 18.71
Medel Ms: || 21.96 27.70 22.93 19.02 32.26 17.35 27.39 2543 3343 18.14

Ange en lamplig statistisk modell baserad pa normalférdelning som beskriver data, och undersok
med hjilp av denna om det finns nagon systematisk skillnad i grad av rost mellan de tva rost-
skyddsmedlen. Vilj signifikansnivan o = 0.05.
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Uppgift 7

En sjukhusingenjor vill undersoka tva stalbitar som delvis innehaller radioaktivt material. Sjuk-
husingenjoren méter forst under en timme pa den ena biten och sedan under en timme pa den
andra, och registrerar da 270 respektive 180 sonderfall.

Undersok om det &r nagon skillnad mellan sénderfallsintensiterna hos de tva stalbitarna pa signi-
fikansnivan 5%. Ange tydligt vilka de uppstéllda hypoteserna ar och vad slutsatsen ér.



Avd. Matematisk statistik

LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1902 MATEMATISK STATISTIK.,
TiSDAGEN DEN 9:E JUNI 2013 KL 14.00-19.00

Uppgift 1

Lat X vara antalet bilar som kor for fort. Da har vi att X€ Bin(n, p), ddr n = 15 och p = 0.1.
a)P(Y = 0) = 0.20589
B)P(Y >3)=1— P(Y <2) =1 — 0.81954 = 0.18406

Uppgift 2

Som utfallsrum 2 tar vi hédndelsen att modern har blodgrupp 0, eftersom det &ar fallet i det aktuella
exemplet och det ocksa ar forutsdttningen for de redovisade sannolikheterna.

V1 infor handelserna

A = {barnet har blodgrupp A0},
H, = {fadern har blodgrupp A0},
Hy, = {fadern har blodgrupp AA},
H; = {fadern har blodgrupp AB},
H, = {fadern har en annan blodgrupp},

och vi soker P(Hy|A). Enlig Bayes sats, alternativt definitionen av betingad sannolikhet samt
satsen om total sannolikhet, géller

p(a) 4
D> PAH,)P(H,)
008 0.08 8

= = — = (0.296.
1/2-0.36+1-0.08+1/2-0.024+0-0.54 0.27 27
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Uppgift 3

Infér beteckningen X; for antalet kronor som medlem nr ¢ bidrar med och Y foér totala antalet
kronor som insamlingen ger. Vi har da att

1000
Y:ZXi=X1+X2+...+XmOO.

i=1

Den sokta sannolikheten dr P (Y > 58000).
Vi antar att X;:na &ar oberoende och likaférdelade. Y blir da en summa av manga, oberoende och
likafordelade variabler vilket leder till att CGS kan anvéndas. Y ~ N(n - p, 0 - y/n), ddr n = 1000,

E(X;) =) kP (X;i=k)=0-02+50-0.4+100-0.4 = 60
k

E(X?)=> KP(X;=k)=0"-0.2+50"0.4+ 100 0.4 = 5000
k

V(X;) = E (X?) — E(X,)* = 5000 — 60? = 1400
D (X;) = /V (X;) = V1400

Vi far da att Y ~ N(1000 - 60, /1400 - +/1000). Den sokta sannolikheten blir

Y — 1000 -60 _ 58000 — 1000 - 60 —2000
P (Y > 58000) = P > Rl P(——m) =
( ) ( v/1400 - 1000 v/1400 - 1000 > (\/ 1400 - 1000)
2000
=1—|1 - P(————) =~ = D(1.69) = 0.9545
| (\/ 1400 - 1000) ( )

Svar: Foreningens sammanlagda insamling 6verstiger 58000 kronor med sannolikheten 0.9545.
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Uppgift 4

Hy ar hér att vaccinet inte har nagon effekt. H; ar att vaccinet har effekt.

Vi antar hiar att X; dr antalet som drabbas av sjukdomen som inte fatt vaccinet och att X, &r
antalet som drabbas av sjukdomen som fatt vaccinet. X; ar da Bin(ni,p1) och Xy ar Bin(ns, ps).
Vi vill nu bilda ett approximativt konfidensintervall for p; — po, men da maste X; och X, vara
approximativt Normalfordelade. Villkoret for detta ér att np(1—p) > 10 for X; och X,. Vi skattar
p1med z1/ny = 190/2725 och py med x5 /ny = 30/2725. Vi far da att nipj ,,,(1-p7 ,,) = 176.75 >
10 och ngpj (1 = P5 ) = 29.66 > 10. Villkoret &r uppfyllt och vi kan bilda konfidensintervallet

IpQ*pl = (p;,obs - piobs + \/piobs(l - piobs)/nl + (pz,obs<1 - p;,obs)/n2 ’ )\a/2> :
Vi har en riskniva pa 1% och da fas A, /2 = 2.5758 och intervallet blir
5.87-107%45.27-107%-2.5758 = 5.87 - 1072+ 1.36 - 102,

0 tillhor inte intervallet och vi kan saledes forkasta Hy pa risknivan 1%.
Vi drar slutsatsen att vaccinet har effekt.

Uppgift 5

Vi har typsituationen for y2-test med tre mojliga resultat:
Ay & Felet A intréffar, Ay < felet B intréiffar, A3 < inget av felen intréaffar.
D.v.s. r = 3. Beteckningar enligt formelsamlingen. Hypotesen &r

Hy:p; =0.05 py=0.09 och p3=1—p; —ps =1—0.05—-0.09 = 0.86.

Vi har n = 150 observationer varav x; = 12, o = 17 och 23 = 150 — 12 — 21 = 117. Vi far dérfor

= = 7.98.
np; 150 - 0.05 i 150 - 0.09 i 150 - 0.86

" (z;—np)? (12—150-0.05)2 (21 —150-0.09)> (117 — 150 - 0.86)?
Q=2
j=1

Xi(r—1) = x2,5(2) = 5.99 < 7.98, vilket gor att vi forkastar Hy pa 5% nivan.
Vi drar alltsa slutsatsen att forséljningsspecifikationen inte ar forenlig med data.

Eftersom np; = 150 - 0.05 = 7.5 > 5 sa giller att alla np; > 5, vilket &r ett krav for x>-testet.
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Uppgift 6

Stickprov i par. De parvisa skillnaderna

Stalstav nr: ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yi: (Medel Mz—MedelMl):‘Z.Sl 435 283 232 041 —-0.35 4.62 3.72 —-0.63 —-0.57

ar utfall av N(A,o)-fordelade stokastiska variabler, dar A skattas med ¥ = 1.951 och o med
s = 2.064006083.

Hypoteserna blir

Hy: A=0

Hi :A#0

Vi gor konfidensintervall for A, med risknivan a = 0.05, da standardavvikelsen &r okénd och far
att

s s
In = (T — too2s(9) - \/—1—0,§+ t0.025(9) - \/—1—0)
2.064006083 2.064006083
= (1.951 — 226 —————,1.951 4+ 2.26 - —)
V10 V10

= (0.476, 3.426)

eller Io = 1.951 £+ 1.475
Eftersom 0 inte ligger i intervallet kan H, forkastas.
Vi drar slutsatsen att det finns en systematisk skillnad i grad av rost mellan de tva rostskyddsmedlen.

Uppgift 7

Har antar vi att antalet sonderfall i en stalbit d&r Poissonfordelat. Vi antar att X; ar antalet
uppmiitta sonderfall hos stalbit i, och att X; € Po(u;) och att Xy € Po(us). Nollhypotesen blir i
detta fall att det inte &r nagon skillnad i radioaktivitet mellan stalbitarna.

Saledes har vi Hy : ,u1 fo . Hy: py # po.

Hér anviinder vi y2-test:
2
Q Z Hobs

j=1 luobs
Eftersom E (X;) = p ndr X; € Po(u;) sa skattar vi p med

180 + 270
x:xl—;m: ; — 9295

Detta ger
(180 — 225)2 n (270 — 225)2
225 225

Q= =18

Xa(r —1) = Xg5(2 — 1) = 3.84

Eftersom Q > x32,5(1) sa forkastar vi Hy pa risknivan 5%.
Vi drar slutsatsen att det ar skillnad i radioaktivitet mellan stavarna.




