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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1902 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK
MANDAGEN DEN 15:E AUGUSTI 2016 KL 8.00-13.00.

Kursledare och examinator : Bjorn-Olof Skytt, tel 790 8649.

Tillatna hjdlpmedel: minirdknare, lathund till statistikfunktioner pa Texas Instruments-réiknare
(TI-82 Stats och higre) utan egna tilldgg, laroboken av Blom m.fl. utan egna tilligg, formelsam-
lingen BETA utan egna tilligg.

Resonemang och utrikningar skall vara sa utforliga och vil motiverade att de ar latta att folja.
Numeriska svar skall anges med minst tva siffrors noggrannhet.

Uppgift 1
Lat A och B beteckna tva hindelser. Givet ar P(A) = 3/5, P(B|A) = 2/3 och P(B|A*) = 1/3,
diar A* betecknar komplementet till hindelsen A.

Avgor om A och B dr beroende héndelser.

Uppgift 2

Ett spel gar till pa foljande sdtt: Man satsar 1 kr i en spelautomat. Om man vinner far man 3
ganger insatsen tillbaka, men om man forlorar sa forlorar man sin satsade krona. Sannolikheten
att vinna vid en spelomgang ar 25%.

a) Berékna vintevirdet och standardavvikelsen for nettovinst om man spelar en omgang. Med
nettovinst menas "utbetalt belopp minus insats”.

b) Berdkna med vdlmotiverad approximation sannolikheten att man gar med nettovinst om man
spelar 120 omgangar.

Uppgift 3

GK-Motors utreder med egna resurser 10 av de bilolyckor som drabbat modellen GK-Roadrunner.
Dessa tio olycksbilar dr slumpmassigt valda ur ett mycket storre antal (= 1000) olycksbilar. Om
man uppticker att minst atta av dessa 10 bilar har tva eller fler skador hos kretskorten i den
elektroniska servostyrningen, sa kommer en hel arspoduktion att aterkallas for atgéird hos GKs
aterforsiljare. Man vet att sannolikheten = 0.6 for att antalet skador hos kretskorten i den elektro-
niska servostyrningen hos en bil ska vara hogst ett.

Berikna sannolikheten for att en hel arsproduktion av GK-Roadrunner kommer att aterkallas.
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Uppgift 4

I en studie undersoktes har- och 6gonfirg hos 6800 slumpméssigt utvalda tyska mén. Resultatet
redovisas i féljande tabell.

‘ Morkt har  Ljust har

Bruna 6gon 726 131
Gra eller grona 6gon 2133 999
Bla 6gon 996 1815

Utfor ett test pa signifikansnivan 0.1% av om det finns ett statistiskt sdkerstéllt samband mellan
ogonfirg och harfarg hos tyska mén. Ange tydligt de uppstéllda hypoteserna och motivera tydligt
vilken slutsats som dras fran testet. (10 p)

Uppgift 5

I den organiska kemin spelar sméltpunktsbestdmningar en stor roll for identifierig av en substans
eller fér bedémning av dennas renhet. For att undersdka om renheten hos tva olika partier av hyd-
rokinon skiljer sig at tar man darfor atta prover fran vardera partiet och bestammer sméltpunkten
for vart och ett av dessa prov.

Sméltpunkt
Parti 1 174.0 1735 173.0 173.5 171.5 1724 173.5 173.5
Parti 2 173.0 173.0 172.0 173.0 171.0 172.0 171.0 172.0

Undersok pa lampligast sédtt om om vi kan anta att partierna skiljer sig at om vi antar att
att variationen mellan sméltpunkterna i respektive prov &dr normalférdelad med en varians som
ar densamma for de bada partierna. Valj signifikansnivan 5%. Ange tydligt vilka de uppstéllda
hypoteserna ér och vad slutsatsen &r.

Uppgift 6

Nedan finns data fran tva olika gruvor A och B. Data visar silverhalten i ounces per ton malm
hos respektive malmprov fran de 9 malmproverna fran gruva A och de 14 fran gruva B.

Silverhalt‘
Gruva A |32 41 33 28 18 36 19 29 51
Gruva B |22 25 28 34 28 33 28 23 20 19 42 21 20 37

Data varierar pa ett sadant sétt att de inte kan anses vara normalfordelade. Undersok pa lampligast
sdtt om om vi kan anta att gruvorna skiljer sig at vad géller silverhalten i malmen. Anvind
signifikansnivan 5% Ange tydligt vilka de uppstélllda hypoteserna édr. Din slutsats skall tydligt
motiveras.

Uppgift 7

Gor en fullsténdig boxplott for de méitdata som kommer fran gruva B i uppgift 6. Ange dven
kvartilavstand och variationsbredd for dessa métdata.
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Uppgift 1
Forst bestams 5 3 9
P(ANnB)=P(BJA)P(A)==-—-=—.
3 5 5
Pa samma satt fas
1 3 1 2 2
PA*NB)=P(B|IAY YP(A Y == - (1—2)==+ - = —.
(AN B) = P(BIAYP(A) =5 (1- )= - 2=
Salunda far vi att 5 5 8
P(B =P(ANnB)+P(A*"NB - — =
(B)=P(ANB)+ P(A'NB) = + = =
Eftersom P (AN B) = 2/5, medan
3 8 8 2
PAYP(B)=—-+ - —=— # —
(4) P (B) 5 15 25#5
sa ar hiandelserna A och B beroende.
Uppgift 2

Lat X = nettovinsten vid en spelomgang. X antar viirdet 2 med sannolikheten 1/4 och vérdet
—1 med sannolikheten 3/4.

a)

4 4 4 16°
27
D(X) =4/ — ~ 1.30.
(X) 16
b) Lat X; = nettovinst omgang i, ¢ = 1,2,...,120. X;:na antas oberoende. Centrala gransvirdes-

satsen ger att Y = 3120 X dr approxunatlvt normalfordelad med F(Y) =120 E(X) = —30 och
V(Y) =120 V(X) = 202.5, dvs Y € N(—30, v/202.5).

Y +30 - 30
Vv202.5  1/202.5

PY >0)=P ( > ~1— ®(2.11) ~ 0.017.
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Uppgift 3

Lat oss infora den stokastiska variabeln X, diar X &r antalet undersokta bilar som har minst tva
skador hos de elektroniska kretskorten i den elektroniska servostyrningen. Sannolikheten att en
viss bil har minst tva skador hos de elektroniska kretskorten i den elektroniska servostyrningen &r
0.4 eftersom sannolikheten for hogst en skada ar 0.6. Eftersom vi kan anta att sannolikheten for
minst tva skador dr densamma for varje bil medfor detta att X € Bin(10,0.4)

Vi soker nu P(X >8)=1— P(X <7) =[se t.ex tab 6 1 F.S.]= 1 — 0.98771 = 0.01229

Svar: Sannolikheten for att en hel arsproduktion av GK-Roadrunner kommer att aterkallas ar 1.23 %.

Uppgift 4

Vi gor hir ett homogenitetstest (avsnitt 14.3 i formelsamlingen).Nollhypotesen HO &r da att det
inte finns ett samband mellan 6gonfiarg och harfiarg hos tyska man. Mothypotesen H1 &r da att
det finns ett sadant samband.

Vi gor hér en tabell med observerade antal enligt

Observerade antal | Bruna 6gon Gra eller Grona 6gon Bla 6gon | Totalt
Morkt har 726 2133 996 3855
Ljust har 131 999 1815 2945

Totalt 857 3132 2811 6800

Teststorheten blir

(726 _ 85(;;%%55)2 (2133 _ 31%28-3555)2 (996 _ 2816185:(5)355)2 N

Q = 857-3855 2132-3855 2811-3855
6800 6800 6800

(131 _ 857-2945)2 (999 _ 3132~2945)2 (1815 _ 2811~2945)2

6800 6800 6800 —
857-2945 3132-2945 2811-2945 = 957.6756
6800 6800 6800

Om H, &r sann sa ar 957.6756 ett utfall fran en stokastisk variabel som approximativt har en
x*-fordelning med (3 — 1)(2 — 1) = 2 frihetsgrader. Eftersom 2 ,,(2) = 13.8 < 957.6756 sa kan
H, forkastas pa nivan 0.1%. Alternativt kan vi berikna sannolikheten att en x?(2)-variabel &r
storre dn eller lika med 957.6756 (X2cdf pa en Tl-riknare). Denna sannolikhet, dvs p-virdet for
testet, dr 0.000. Detta p-virde &r sa lagt att vi forkastar Hy pa risknivan 0.1%. Bade teststorheten
och p-vérdet fas direkt med funktionen X2-Test pa en TI-rédknare.

Svar: Vi drar slutsatsen att sambandet mellan harfarg ogh 6gonfarg for tyska méan &r
statistiskt sikerstilld pa risknivan 0.1% .
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Uppgift 5

Vi har standardsituationen tva oberoende stickprov fran normalférdelningar med gemensam va-
rians, dvs avsnitt 11.2 i formelsamlingen.

Lat x1,...,xg och yy,...,ys vara de uppmétta smaltpunkterna i parti 1 respektive parti 2. Dessa
Ar observationer av stokastiska variabler Xi,..., Xg respektive Y7,...,Ys (alla oberoende), med
fordelningar N(ux, o) respektive N(puy, o).

Detta dr hypotesprévning med tva oberoende stickprov. Vi stéller upp hypoteserna Hy och H;

Hy: px = py

Hy o opx # py
Vi bildar konfidensintervallet

1 1
IMXw:(:iz—gita/2(nx+ny—2)-s- —‘|—_>
nx ny
dér
2 (nx = Dsk + (ny — 1)sy
N nx +ny — 2 '
Med ny = ny = 8, 7 = 173.11, § = 172.12, sx = 0.80256, sy = 0.83452, s = 0.81870,
to.025(14) = 2.14 far vi att I,,_,, = 0.99 &+ 0.88. Eftersom 0 inte ingar i konfidensintervallet
kan man forkasta H, pa signifikansnivan 5%. Detta innebér att man med 5% felrisk kan pasta att
det foreligger systematisk skillnad mellan de tva partierna vad géller sméaltpunkten.

Svar:Vi kan anta att partierna skiljer sig at pa risknivan 5 %.

Uppgift 6

Hér anvénder vi Wilcoxons rangsummetest. Vi har hypoteserna
Hy : De tva gruvornas silverhalt skiljer sig inte at.
H; : De tva gruvornas silverhalt skiljer sig at.

Om vi ordnar data i storleksordning fas

Gruva A | 18 19 28 29 32 33 36 41 51
Gruva B |19 20 20 21 22 23 25 28 28 28 33 34 37 42

Vi far féljande ranger

Gruva A | 1 25 115 14 15 165 19 21 23
Gruva B |25 45 45 6 7 8 9 115 115 115 165 18 20 22

Vi har da att rangsummorna blir W, = 123.5, W = 152.5, ny = 9 och ng = 14. Detta ger oss
att Uy = 78.5 och Ug = 47.5. Vi ska testa pa nivan 5% och det kritiska vardet blir da Uy o5 = 31.
Eftersom Up &r mindre &n U, jamfors Ug med det kritiska vardet. Eftersom Ug = 47.5 > U5 =
31 forkastas inte Hy pa nivan 5%.

Vi drar slutsatsen att vi inte kan séga att silverhalten skiljer sig at mellan de tva gruvorna




forts Tentamen i SF1902 2016-08-15 4

Uppgift 7
Tmin = 19, Tmax = 42, sa variationsbredden blir 42 — 19 = 23.
Medianen blir (z7 + xs)/2 = (25 + 28)/2 = 26.5.
Q;:025-14=35 025-144+1=45=Q, =2, =21
Q3: 0.75-14=10.5; 0.75-144+1 =115 = Q3 = z1; = 33.
Kvartilavstandet blir alltsa Q3 — Q1 = 33 — 21 = 12.

Uppgift 1

a) Om vi hér infor den stokastiska varibeln X; dar X; &r antal inkommande samtal till nattjouren
natt i sa géller att X; € Po(u) dér p = 0.3.

Alltsa blir P(X; = 0)=[se tab 51 F.S.]=P(X; < 0) = 0.74082.

Svar: P(X; = 0) = 0.74082.

b) Om vi infor den stokastiska varibeln Y dér Y &r antal inkommande samtal till nattjouren under

manaden sa géller att
30

Y =) X; € Po(30-0.3) = Po(9)
=1
Sokt &r P(Y > 10)=[se tab 51 F.S.]J=1 — P(Y < 9) = 1 — 0.58741 = 0.41259.
Svar: P(Y > 10) = 0.41259.

Uppgift 2

Har har vi Bayes sats.
Lat A, B,C, D beteckna héandelserna att en ldgenhet har ett, tva, tre resp. fyra rum.
Lat V beteckna héndelsen att en vattenskada intraffat. Da blir

P(BNV) P(V|B)P(B)

P(B|V) = P(V) — P(VIAP(A)+ P(V|B)P(B) + P(V|C)P(C) + P(VID)P(D)

0.05 - 5 50
- 1 1 2 1 == — 0207
010 §4+0.05-5+0.08-2+0.15- 55 241

Svar: Sannolikheten ar 20.7% att det dr en tvaa som har drabbats.
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Uppgift 3
Eftersom det alltid géller att

/_o; fx(x)de =1

8
/ c-x’dr =1
2

fas ¢ ur ekvationen

Vilket ger
c 2678
=1
<,
Nu fas
86 _ 26 )
C- 6 —
Alltsa blir
6 1 s
c= = = 2.289-10

6 — 26 43680
Detta medfor att

= 0.822

8 678 6 6
. 1 8 -6 215488
P(6<X<12):/c-x5dx:{cx] =
6

6 |, 43680 6 262080

Svar: ¢ = 2.289-107° och P(6 < X < 12) = (0.822

Uppgift 4

Lat X; vara den stokastiska variabeln antal rum for en pa mafa observerad ldgenhet. Vi far da

4
1 1 2 1 146
CEIX) =S kepe (k) =1-+2= 432 44— — — ~ 2433
= ElXi] ; px,(k) = 15423 4+ 35 +495 = <5

och
o=D(X;)=+VV(X))
dar 146
V(X)) = B(XP) ~ BX(X) = B(X?) ~ (45 )
och

Detta medfor att
B 402 146

2804
VX =55~ ) =

) = S~ 0779
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Vilket ger att
2804
o (X;) 3600 0.883

Lat nu

60
Y =) X
=1

Vi antar nu att X;:na &r manga och oberoende. Eftersom de dessutom ér likafordelade géller da
enligt Centrala Gransvirdessatsen C.G.S. att

o146 /2804 2804
Y ~ N(60u, 0v/60) = N (60 <oV 3600 \/_) N(146, 1/ ===)

— 146 _ 135 - 146 Y - 146 135 — 146
P(Y > 135) ~NO,1)]=PZ>"") =
/ 2804 /2804 / 2804 /2804
60 60 60 60
135 — 146 ~11 11
—1-P(Z< ") =1-— 9 )=1-—1[1—&( )] ~ ®(1.61) ~ 0.946

- 2804 2804 2804
60 60 60

Svar: Sannolikheten att antalet rum ar minst 135 ar ungefiar 94.6%

Uppgift 5

Hy &ar hir att ingen statistiskt sédkerstéilld fordandring dgt rum i stodet for de rodgrona. Hy &r att
vi har en statistiskt sékerstélld féréndring Vi antar héar att X; &r antalet som i april 2015 sade
att de skulle rostat pa de rodgrona och att X, ér antalet som i april 2016 sade att de skulle rostat
pa de rodgrona . X dr da Bin(ng,p;) och Xy dr Bin(ng, ps). Vi vill nu bilda ett approximativt
konfidensintervall for ps — p;, men da maste X; och X, vara approximativt Normalférdelade.
Villkoret for detta ar att np(1 —p) > 10 for X; och X,. Vi skattar p; med x;/n; = 708/1649 och
p2 med Ty/ny = 686/1721. Vi far da att nip] (1 — pi pps) = 404.02 > 10 och ngps (1 = p3 ) =
412.56 > 10. Villkoret &ar uppfyllt och vi kan bilda konfidensintervallet

]p2—171 = (p;,abs - piobs + \/piobs(l - piobs)/nl + (pz,obs<1 - p;,obs)/n2 ) )\a/2> :
Vi har en konfidensgrad pa 1 — a = 0.95 och da fas A\, /> = 1.9600 och intervallet blir
—3.07-10724+17-107%-1.96 = —3.07- 1072 £ 3.33 - 102 = (—0.064,0.0026).

0 tillhor intervallet och vi kan saledes inte forkasta Hy pa risknivan 5%.
Vi drar slutsatsen att forandringen ej ar statistiskt sidkerstélld pa risknivan 5% .
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Uppgift 6

Vi gor hér ett homogenitetstest (avsnitt 14.3 i formelsamlingen).Nollhypotesen HO &r da att
fordelningen av stodet for de tre véljargrupperna ar oférandrad mellan de bada undersokningstillfillena.
Mothypotesen H1 ar da att det skett en sadan fordndring.

Vi gor hir en tabell med observerade antal enligt

Observerade antal | Alliansen Roédgrona  Ovriga | Totalt
April 2016 724 686 311 1721
April 2015 672 708 269 1649

Totalt 1396 1394 580 3370

Teststorheten blir

(724 — 17211396y (GRG _ L7T2L:1394y2 (377 _ 1721:580)2

— 3370 3370 3370
Q o 1721-1396 + 1721-1394 + 1721-580 +
3370 3370 3370

(672 — 1649:1396y2  (7g _ 1649-1394)2  (9Gq _ 16495802

3370 3370 3370 = 3.79
1649-1396 1649-1394 1649-580 e
3370 3370 3370

Om Hj &r sann sa #r 3.79 ett utfall fran en stokastisk variabel som approximativt har en y?-
fordelning med (3 — 1)(2 — 1) = 2 frihetsgrader. Eftersom x2,5(2) = 5.99 > 3.79 sa kan H, inte
forkastas pa nivan 5%. Alternativt kan vi beriikna sannolikheten att en x?(2)-variabel &r storre
an eller lika med 3.79 (X2cdf pa en Tl-rdknare). Denna sannolikhet, dvs p-virdet for testet, &r
0.15. Detta p-virde dr inte sa lagt att vi forkastar Hy pa risknivan 5%. Bade teststorheten och
p-virdet fas direkt med funktionen X2-Test pa en TI-rdknare.

Svar: Vi drar slutsatsen att nagon fordndring i stédet mellan de tre véljargrupperna ej ar

statistiskt sikerstilld pa risknivan 5% .

Uppgift 7

H, ar har att preparatet S inte har nagon effekt pa blodtrycket. Har anvénder vi oss av teckentestet.
Vi infor den stokastiska variabeln Z som &r antalet personer som far ett hogre blodtryck efter
behandling med S. Om H, géller ska Z € Bin(n,0.5) = Bin(16,0.5). Vi far alltsa att

p-virdet =2-P(Z > 11) =2- P(Z <5) = [se tab 6;2 = 5,n = 16,p = 0.5] = 2-0.1056 = 0.21012

d.v.s. 21.0%. Detta innebir att vi inte kan férkasta Hy pa risknivan 10%.
Vi drar slutsatsen att forandringen ej ar statistiskt sikerstélld pa risknivan 10% .




