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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1903 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK FOR 3-ARIG Media
TIMEH TORSDAGEN DEN TREDJE JUNI 2010 KL 14.00-19.00.

Examinator: Gunnar Englund, tel. 790 74 06
Tillatna hjdlpmedel: Laroboken. Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Rdknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10
poang. Gréansen for godkant &dr preliminart 24 poang. Mojlighet att komplettera ges for de
tentander med 22-23 poéng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens
hemsida. Det ankommer pa dig sjialv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

Uppgift 1
a) X, Y och Z &r oberoende normalférdelade stokastiska variabler, F(X) = 2, E(Y) =1
och E(Z) = 0. Alla har varians 2. Berdkna P(4X —3Y > 57). (5 p)

b) I en produktionsprocess blir enheter felaktiga oberoende av varandra och alla med san-
nolikhet 0.001. Man tillverkar 8000 enheter. Berdkna sannolikheten att hogst 10 av dessa ar

felaktiga. Valmotiverade approximationer far anvindas. (5 p)
Uppgift 2
a) Berdkna minsta-kvadrat skattningen * av # da man erhallit observationerna z1, xs, . .., T,

pa en stokastisk variabel med tédthetsfunktion

021 om0<zx<1
|

0 annars

Berdkna dven det numeriska virdet pa #* da man erhallit observationerna 0.15, 0.40, 0.28
och 0.70. (5 p)

b) Man erholl 8* = 0.58 baserat pa n = 100 observationer. Ge ett approximativt 95 % konfi-
densintervall for vantevirdet pa fordelningen i a) och berdkna fran detta ett approximativt
95 % konfidensintervall for 6. (5 p)
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Uppgift 3

Koncentrationen av en aktiv ingrediens i ett material tros paverkas av vilken katalysator
som anvands i processen. Standardavvikelsen av den aktiva koncentrationen &r kind till att
vara 3.0 g/l, oberoende av katalysatorteknik. Tjugo observationer av koncentrationen togs,
tio fran katalysator 1 och tio fran katalysator 2 med foljande resultat:

Katalysator 1: 57.9 66.2 654 654 652 626 676 63.7 672 710
Katalysator 2: 66.4 71.7 70.3 69.3 648 69.6 68.6 694 653 68.8

Finns det nagon anledning att tro att den aktiva koncentrationen beror pa valet av katalysa-
tor? Basera ditt svar pa berdkning av ett lampligt 95%-konfidensintervall. Observationerna
antas vara normalférdelade. (10 p)

Uppgift 4

Vid en tillverkningsprocess kontrolleras de tillverkade enheterna av en datorstyrd sensor.
Hérvid &r den betingade sannolikheten for att en enhet klassificeras som defekt, givet att
den &r defekt, lika med 0.9 och den betingade sannolikheten for att en enhet klassificeras
som korrekt, givet att den dr defekt, lika med 0.1. Vidare dr den betingade sannolikheten att
klassificera en enhet som korrekt, givet att den &r korrekt, lika med 0.85 och den betingade
sannolikheten att klassificera en enhet som defekt, givet att den &r korrekt, lika med 0.15.

Vad &r den betingade sannolikheten att en enhet &r defekt givet att den klassificerats som
defekt, om sannolikheten for en defekt enhet ar 0.1 7 (10 p)

Uppgift 5

X1, ., X, X471 &r oberoende stokastiska variabler, N(m, o)-fordelade och

- 1
X:E(X1+...+Xn)

ar det aritmetiska medelvirdet av de forsta n av dessa. Vi vill anvinda X for att prediktera
vardet pa X, 1, dvs. vi forsoker forutsaga virdet pa den ndstkommande observationen.
Prediktionsfelet ar en stokastisk variabel Z,, definierad som

Zn - Xn+1 - X
a) Berikna véntevirdet och standardavvikelsen for prediktionsfelet Z,, samt bestdm sanno-
likhetsfordelningen for Z,,. Noggranna motiveringar kravs. (5 p)

b) Berékna gransvirdet
lim P (|Z,| > o),

n—oo
dér | Z,| ar absolutbeloppet och definieras av |z| = z, om x > 0 och |z| = —z,om z < 0. (5 p)
Uppgift 6

Den stokastiska variabeln X &r N(0,1)-fordelad. Berdkna fordelningsfunktionen for den
stokastiska variabeln Y = & (X)), dédr ®(+) ar fordelningsfunktionen fér X. Motivera noggrant

! (10 p)
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LOSNINGAR TILL
TENTAMEN 1 SF1903 (f d 5B2501) SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK FOR 3-
ARIG MEDIA TIMEH TORSDAGEN DEN TREDJE JUNI 2010 KL 14.00-19.00.

Uppgift 1
a) Vi har att P(4X — 3Y > 57) = P(5Z — 4X +3Y < 0). Siitt U = 57 — 4X + 3. Vi
far att B(5Z —4X +3Y) =5-0—-4-2+3-1= —5 och V(U) = V(5Z — 4X + 3Y) =
25V (Z) + 16V (X) + 9V (Y) = 100, dvs D(Z) = 10 Alltsa far vi att U €N(-5,10) och

PU<0)=0 (0_17(0_5)> — 3(0.5) = 0.6915

b) Lat X vara antalet felaktiga enheter. Da &r X antalet ganger hidndelsen felaktig enhet
tillverkad har uppkommit i 8000 oberoende forsok och saledes dr X €Bin(8000,0.001). Vi
kan inte anvénda tabell och déarfor approximerar vi. Sannolikheten p < 0.1 och poissonap-
proximation &r tillaten, X &r approximativt Po(8000 - 0.001)=Po(8). Vi erhaller

P(X < 10) = 0.816

i tabell 7.
Uppgift 2

Sétt fordelningens vintevirde till m. Kvadratsumman @ = 3" | (z; — m)? skall minimeras.
Derivatan Q' = =2 " (z; — m) &r 0 for m = m* = z, vilket ger minimum. Eftersom

= folx 02 Ydr = fol 02%dx = 9[”;?11](1) = 52 erhaller vi att MK-skattningen av 6
uppfyller % = 7, vilket innebér att #* = ;2= Med siffror insatta erhalls Z = 0.3825 och
alltsa 6* = 0.6194.
b) Om X har fordelningen i a) &r E(X?) = fol 22029 Ldx = m och variansen #r o2 =
E(X?) —m? = (%) - (75) = (M)gw. Enligt centrala grinsvirdessatsen dr X ap-

proximativt N(m,o/y/n) och ett konfidensintervall fér m ges av Z £ A\yjod dér d &r en
(9*+1)0;(0*+2) :
Eftersom = = % erhalls numeriskt att z = 0.3671 och ¢* = 0.3001. Antalet observa-
tioner n = 100 och Agg25 = 1.96. Detta ger att intervallet 0.3671 £ 1.96 - 0.3001/10 =
0.3671 4+ 0.0588 = (0.3083, 0.4259) &r ett approximativt 95 % konfidensintervallet for
m. Men att 0.3083 < m < 0.4259 ar ekvivalent med att 0.3083 < # < 0.4259, d.v.s.
0.3083(1+60) < 0 < 0.4259(1 + 0) vilket i sin tur &ar ekvivalent med att 0.4457 < 0 < 0.7419

varfor detta sista intervall ar ett approximativt 95 % konfidensintervall for 6.

skattning av standardavvikelsen o/y/n. Men skattningen av o ges av o* =

Uppgift 3
Tva oberoende stickprov. Observationerna fran katalysator 1 antas vara N(gu4,3) och de fran
katalysator 2 N (s, 3). Konfidensintervall for gy — s ges av T — 44 Xp.o250 4/ n% + n—12 dir x ar
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medelvirdet av data fran katalysator 1, y 4r medelvérdet for observationerna fran katalysator
2, 02 = 3% =9 och n; = ny = 10 (kombinera FS 11.1 och 10.2 a)). Eftersom Ao 25 = 1.96
erhaller vi intervallet 65.22 —68.48 £1.96-3-4/1/10 4+ 1/10 = —3.2 + 2.63. Eftersom 0 inte
tillhor intervallet kan vi pa signifikansnivan 5% dra slutsatsen att katalysatorerna skiljer sig
at.

Uppgift 4
Infor foljande beteckningar: K = en enhet ar korrekt. D = en enhet ar defekt. K = en enhet

klassificeras som korrekt. D = en enhet klassificeras som defekt. Enligt uppgiften har man

att P (D) = 0.1 och
P(f)\D) = 0.9, P(}?\D) ~ 0.1

och

2 (f{ | K) —0.85, P (f) | K) — 0.15.

SOKT &r den betingade sannolikheten for att en enhet &r defekt givet att den klassificerats
som defekt, dvs. med beteckningarna ovan, P (D | 5) For att bestdmma denna sannolikhet
utnyttjas Bayes’ formel, som ger

P(f)\D>~P(D)

P (D)

Enligt lagen om total sannolikhet kan ndmnaren i hogra ledet uttryckas som

P(D|f)>:

P(D)=P(D|D)P(D)+P(D|K)P(K)
som &r lika med
=0.9-0.1+0.15-0.9 = 0.225,
ty P(K)=1— P(D) =1-0.1. Saledes far man

. 9.0.1
P(D\D):Og 0.1 _ o4
0.225

SVAR: Sannolikheten for att en enhet dr defekt givet att den klassificerats som defekt ar lika med = 0

Uppgift 5

(a)

E(Z,) =E(Xp1 —X)=E(Xy11) —E(X)=m—-m=0,
ty E(X)=1(E(X1)+...+ E(X,)) =2 -n-m = m. Eftersom Xy, ..., X,, i oberoende
N(m, o)-fordelade variabler, giller att

X:%(Xl—l—...—i-Xn)EN(m,a/\/ﬁ)
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Eftersom X1, ..., X,, , X,,41 ir oberoende N(m, o)-fordelade variabler, ir dven X och X,
oberoende stokastiska variabler och vi far

V(Z) =V (Xpar = X) = V (Xos1) +V (X) :02+%2:02 (1+%).

D& X och X, #r oberoende stokastiska variabler #r Z, = X,,,; — X en linjir kombination
av oberoende normalfordelade stokastiska variabler och vi far

SVAR a): Z, € N (E (Z,),D(Z,)) =N (0,0- 1+ %) .
(b) Definitionen pa absolutbeloppet ger
P(|Z,|>0)=P(Z,< —0)+P(Z,>0).

Detta ger

Zn,

a-\/l—l—%

Enligt upgiftens del (a) géller, att € N(0,1). Eftersom Z,, ar en kontinuerlig stokas-

tisk variabel fas harav att

—1
Pl —7—=].

Zn, —
P < i =
a~,/1+% aw/l—l—% ,/1—|—%

dér ®(x) ar fordelningsfunktionen for N (0, 1). Komplementsatsen och samma standardisering
ger att

P(Z,< —0o)=

P(Z,>0)=1-P(Z,<o0)=1-®
1+

Symmetriegenskapen ger ® ( \/;1#—1) =1-¢ ( \/11+—1) Dérmed dr den sokta sannolikheten

lika med
1
P(|Z,)| >0)=2-|1-®
1+
Eftersom —— — 1, di n viixer mot oéndligheten, far vi

n

lim P (|Z,| > 0)=2-(1—®(1)).

n—oo

Hér anvénder vi raknaren (alternativt tabell 1. i Formel- och tabellsamlingen), vilket ger att
1—®(1) =1-0.8413 = 0.159.
SVAR b): lim, o P (| Z,| > o) = 0.318.

Uppgift 6

Y kan bara anta virden mellan 0 och 1 eftersom ®(-) dr en fordelningsfunktion, dvs en
sannolikhet (och dessa ligger som bekant mellan 0 och 1). Eftersom

1 T
O(x) = ﬁ/ e 124t
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faas att

d 1
L P(r) =
dx (z) Zﬁe

Saledes #r ®(z) monotont vixande, och dess invers ®~! existerar. L4t 0 <y < 1.

#2/2 5 ),

PY <y)=P@X)<y)=PX <d ' (y) ={ty X e N(0,1)} = (27 '(y)) =y

Alltsa fas

0, y <0,
PY <y =<y, 0<y<l,
L, y=>1L

Denna ér fordelningsfunktionen for den likformiga fordelningen pa [0, 1].

SVAR : Y € U(0,1).



