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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1903 (f d 5B2501 ) SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK FOR 3-
ARIG MEDIA MANDAGEN DEN 13 AUGUSTI 2012 KL 08.00-13.00.

Examinator: Gunnar Englund, tel. 073 321 37 45
Tillatna hjdlpmedel: Laroboken, Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Réknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 5 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10
podng. Gréansen for godkant ar preliminédrt 20 podng. Mojlighet att komplettera ges for de
tentander med 18-19 poéng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens
hemsida. Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Tentamen kommer att finnas tillgdnglig pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivnings-
tillfallet.

Uppgift 1

a) For en viss region giller foljande: 20% av befolkningen &r rokare. Sannolikheten att en
rokare far lungcancer &r 10 ganger sa hog som att en icke-rokare far lungcancer. Antag
att sannolikheten att fa lungcancer for en slumpmaéssigt vald person &r 0.006. Vad &r da
sannolikheten att en person far lungcancer givet att personen i fraga ér rokare? (5 p)

b) Berékna véntevirde och varians for produkten
X Xa oo Xag
dér alla X;:na dr oberoende och R(0,2). (5 p)

Uppgift 2
Den stokastiska variabeln X har en téthet fx(x) = cx® for 2 <z < 8.

1. Bestdm normeringskonstanten ¢ sa att fx(x) dr en sannolikhetstathet. (3 p)
2. Berékna P (6 < X < 12). (2 p)
3. Lat Y = 5. Bestim E (Y) (2 p)

och V (Y). (3p)
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Uppgift 3

Fran en punkt O har man métt vinklarna AOB, BOC och AOC och dérvid erhallit vérdena:
43.2°,29.2° och 70.1°. Punkternas ldge framgar av figuren.

C

e) A

De tre méatningarna kan uppfattas som utfall av oberoende normalférdelade stokastiska va-
riabler vilkas vantevirden 6verensstdammer med de sanna vinklarna och vilkas standardav-
vikelse ar 2°. Detta svarar emot att matutrustningen inte har nagot systematiskt fel och att
den ar beprovad sa att man vet standardavvikelsen.

Skatta vinkeln AOB med MK-metoden samt bestam ett 95% konfidensintervall fér vinkeln
AOB utgaende fran MK-skattningen. (10 p)

Observera: For att 16sningen ska ge poéng maste alla métningarna utnyttjas.

Uppgift 4

Vid undersokning av livsldngden hos en viss sorts komponenter sattes 5 stycken under prov-
ning och livsldngderna méttes. Resultat (veckor):
9.85 9.93 10.12 9.94 10.06

Man antar att livslingden av en komponent &r N(m, o).

a) Ge ett 95 % konfidensintervall for medellivslingden m. (5 p)

b) Skatta pa lampligt sitt den s.k. Ljg-livslingden, d.v.s. den livslangd som 10% av

komponenterna kommer att underskrida. (5 p)
Uppgift 5

I SIFO-undersokningen fran februari 2002 av partisympatierna fick Socialdemokraterna 43.8%
av de 2500 tillfragade som uppgivit partisympati medan motsvarande siffra var 39.8% av 4000
som angivit partisympati i december 2001.

a) Skatta fordndringen for Socialdemokraterna samt medelfelet for denna skattning. (2 p)

b) Ge ett (approximativt) 95%-igt tvasidigt konfidensintervall for forandringen for Socialde-
mokraterna mellan de tva undersokningarna. (6 p)

¢) Kan man anse att Socialdemokraternas uppgang ar statistiskt sikerstélld? Besvara fragan
genom att utfora en (dubbelsidig) hypotesprévning pa (den approximativa) nivan 5%. For-
mulera noggrant hypoteserna Du testar! (2 p)
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LOSNINGAR TILL ) )
TENTAMEN I SF1903 (f d 5B2501) SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK FOR 3-
ARIG MEDIA MANDAGEN DEN 18 AUGUSTI 2008 KL 08.00-13.00.

Uppgift 1

a) Infor beteckningarna R = ”personen ar rokare” resp. C' = "personen far cancer”.
Enligt texten ar P(R) = 0.2, P(C') = 0.006 och P(C|R) = 10 - P(C|R*).
Lagen om total sannolikhet ger

dvs

och saledes

V(X1 Xy

P(C) = P(C|R)P(R) + P(C|R*)P(R")

0.006 = P(C|R) - 0.2 + 1P(C|R) (1-0.2) = 028 P(C|R)

P(C|R) = % ~ 0.021.

E(X1X5---Xy) = {oberoende} = E(X,)E(Xy)---E(X10)
={X; € R(0,2), se FS } =1 = 1.

'Xl()) =F ((XlXQ X10)2) ( (Xl)E(Xz) te E(Xl()))2 = {oberoende}

— B(X})E(X2)-- B(X2) - 1?
= (V(X1) + E(X1)?) (V(X2) + B(X2)?) -+ (V(X0) + E(X10)?) — 1

1 10 4 10
= {X; € R(0,2), se FS} = (5 + 1) 1= (§> — 1 ~ 16.76.

Uppgift 2

1. Eftersom den totala sannolikheten ar 1 sa skall

oo 8
1:/_ fx(a:)d:c:/2 cx5dx:g[:c6}§:436800

vilket ger ¢ = 1/43680.
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2. Med det valet pa c ar

12 8
P6<X<12) = / Fx(z)dz = / ca® da = — [2°]° = 35915¢ = 0.8222.
6 6

(=20 e

3. Med Y =1/X? sa ér

EY) = E(%):/_ —fX d:c—/ — cx’da =

= 0.023352.

] = 1020¢

»lkl@

Vidare sa ar

E(Y?) = E(%):/ —fX daz—/ — ca’dz = 5 [27]} = 30c

= 0.00068681

sa V(Y) = E(Y?) = (E(Y))? = 0.00014151.

Uppgift 3

Lat 0, vara vinkeln AOB och 6, vinkeln BOC'. Detta innebéar att 6, 46, ar vinkeln AOC'. Lat
vidare x, y, z vara resp. matvirden, dvs x = 43.2, y = 29.2 och z = 70.1. Dessa uppfattas som
utfall av oberoende stokastiska variabler XY, Z som &r N (61, 2)-, N (05, 2)- och N(6;+0,,2)-
fordelade.

For att berdkna MK-skattningen av ¢, betraktar vi

Q(01,05) = (x— 01)* + (y — 02)° + (z — 61 — 05)°.

Derivation ger

aQ(91792) = 2@ —0))—2(z—0; —0y) = —2(x + 2z — 20, — 6y)
00,
och 50(6..
%:_2@_92)—2(2'—91 02) = =2(y + = — 61 — 263).
2

Séatter vi derivatorna = 0 fas saledes ekvationssystemet

91+292:y+2. (2)

Bildar vi 2- (1) — (2) fas 3¢y = 20 —y + 2z = 2z + (2 — y) och saledes d4r MK-skattningen av
0, given av

24 (z—y)  2-4324(70.1-29.2) 127.3

oF = = = — 492.4°.
! 3 3 3
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Vi betraktar nu den till #7 horande stickprovsvariabeln 07 (X,Y, 7). For denna géller

2X+(Z-Y 20 01+ 0y — 0
By 2) - p(RHE) L Ol B,
dvs skattningen ar vintevardesriktig. Vidare har vi
2X+(Z-Y 1 441+1)-22 24
V(01(X.Y,2)) = V( (3 )) = V) +V(2)+V(V) = ( 5 )2 _ 5

Ett 95% konfidensintervall fas saledes av

[24
Iy, = 607 = Xo.o2s 9= 42.4+1.96 - 1.63 = 42.4° £+ 3.2°.

Uppgift 4

a) Vi far att medelvirdet * = 9.98 och stickprovsvariansen dr s> = 0.01175. Ett 95%
konfidensintervall ges av T = tg.025(4)s/v/5 = 9.98 £ 0.135.

b) Om X ér livslingden har vi att P(X < Lig) = 0.1. Men P(X < Lyg) = ®(£12=™) vilket
ger Lo=m — _ )\ . = —1.2816. Av detta erhalles Ly = m — 1.28160. m och o skattas med

e}

7 respektive s och vi erhaller skattningen L}, = 9.84.

Uppgift 5

Antalet Socialdemokrater i de tva undersokningarna &r utfall av. X som &r Bin(2500, p;)
respektive Y som dr Bin(4000, py) dér p; och p, ér deras verkliga andelar i februari respektive
december. Vi skattar dessa med p; = 0.438 respektive p5 = 0.398 och dessa kan ses som utfall
av X /2500 respektive Y/4000.

a) Skattningen av fordndringen &r naturligtvis 0.438 — 0.398 = 0.04 = 4.0%.

Medelfel &r ju en skattning av standardavvikelsen for skattningen. Vi skattar p; — po med
X /2500 — Y/4000 som har variansen

V<X) V<Y) pl(l —pl) 1 pz(l - pz).

25002 40007 2500 4000
Medelfelet far vi om vi ersétter de okénda p; och ps med skattningarna p; = 0.438 respektive
ps = 0.398 och erhaller medelfelet

\/pm —pi) |, p—ph) \/0.438 +(1—0.438)  0.398 - (1—0.398)
2500 4000 2500 4000
b) X/2500 och Y /4000 ir approximativt normalfordelade N (py, \/p1(1 — p1)/2500) respek-

tive N(p1,1/p2(1 — p2)/4000) diir det #r tillitet att gora normalapproximation ty (t ex)
2500p1 (1 —p1) =~ 2500 -0.438(1 — 0.438) > 10 med mycket bred marginal. Vi vill berdkna ett
(approximativt) 95%-igt konfidensintervall for p; — ps och far med approximativa metoden
enligt F'S 11.3 intervallet

— il —pi) | p3(1—pj)
—pf 4\ ~
Pr=ps 0'025\/ 2500 4000
~ 0.438 — 0.398 £ 1.9600 - 0.0126 = 0.040 + 0.025 = (1.5%, 6.5%).
c¢) Vi testar nollhypotesen Hj : p; = ps mot alternativhypotesen H; : p; # ps pa nivan 5%

och forkastar H, eftersom konfidensintervallet i a-delen ej innehdll 0. Uppgangen ér alltsa
statistiskt sdkerstalld!

~ 0.0126




