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TENTAMEN I SF1904 MARKOVPROCESSER
TISDAGEN DEN 29 MAJ 2018 KL 14.00-19.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt tel. 790 86 49

Kursansvarig: Bjorn-Olof Skytt tel. 790 86 49

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik, Mathematics Handbook
(Beta), hjdlpreda for minirdknare, minirdknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara sa
utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 5 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng.
Gréansen for godként &r preliminédrt 20 podng. Mojlighet att komplettera ges fér tentander med
preliminédrt 18-19 poéng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida.
Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har ritt att komplettera.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Uppgift 1

Foljande anses vara en god modell for trafiken pa en landsvig: 2/15 av alla personbilar atfoljs av
en buss och 1/5 atfoljs av en lastbil. En lastbil atfoljs av en personbil i 2/3 av fallen och en lastbil
i resten av fallen. Bussar atfoljs alltid av personbilar.

Bestdm under lampliga modellantaganden andelen personbilar pa vdgen och berédkna det genom-
snittliga antalet lastbilar mellan tva bussar. (10 p)

Uppgift 2

Vi tanker oss att personer lever for evigt och inte aldras. En person kan antingen ha arbete, vara
arbetslos eller vara fortidspensionerad. Sannolikheten att en person som har arbete under en kort
tidsperiod At (ar) 6vergar till arbetslos dr 0.2A¢ (dvs. med intensiteten 0.2 per ar). Sannolikheten
att en arbetslos person under tiden At far ett arbete dr 4A¢ och sannolikheten att personen blir
fortidspensionerad (av arbetsmarknadsmiéssiga skal) dr 0.5A¢.

En person som har arbete blir aldrig fortidspensionerad direkt, och en fortidspensionerad person
forblir sa for evigt.

a) En person borjar ett arbete och tjanar 280000 kronor om aret medan han arbetar, och har
224000 kronor om aret i arbetsloshetserséattning nér han ar arbetslos. Som fortidspensionerad har
han ingen inkomst, utan lever pa luft.

Bestdm personens forviantade totala inkomst. (5 p)

b) En person som borjar med arbete blir sa smaningom fortidspensionerad och maste da uppen-
barligen varit arbetslos vid atminstone ett tillfdlle (en period av arbetsloshet). Bestdm sannolik-
hetsfordelningen for X = antalet arbetsloshetsperioder, dvs P(X = k) for k =1,2,.... (5 p)
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Uppgift 3

Till en nord-sydgaende 2 km lang tunnel anlédnder bilar norrifran enligt en poissonprocess med
intensitet 1 bilar per minut och soderifran enligt en poissonprocess med intensitet 0.5 bilar per
minut. Poissonprocesserna dr oberoende av varandra. Bilar som anlédnder till tunneln kér med
exakt 60 km/timme.

a) Beriikna sannolikheten att vid en fix tidpunkt ¢, hogst 5 bilar finns i tunneln. (5 p)

b) Vad ar sannolikheten att en norrifran kommande bil inte méter nagon bil under sin férd genom

tunneln? (5 p)
Uppgift 4

Till en betjaningsstation anldnder kunder enligt en poissonprocess med intensitet A = 2 kunder
per minut. Betjdningsstationen har tva betjdningsstéllen, 1 och 2, med gemensam k6 och med
betjdningsintensiteter ;1 = 2 och 1, = 1 kunder per minut. Om bara en kund finns i systemet
betjdnas denne av betjiningsstille 1 som har den storsta betjéningsintensiteten. Lat X (¢) vara
antalet kunder vid betjdningsstationen vid tidpunkt t.

a) Motivera att den asymptotiska fordelningen for X (¢) da tiden ¢ gar mot odndligheten existerar,
samt berdkna denna. (6 p)

b) Berédkna forvintat antal kunder i systemet vid “asymptotisk” tidpunkt. (4 p)

Uppgift 5

Till en offentlig toalett ankommer bestkare enligt en Poissonprocess med intensitet A = 8 besokare
per timme. Ett toalettbestk varar en exponentialférdelad tid med vantevarde 4 minuter. Besokare
som kommer till en upptagen toalett véntar pa sin tur i en ordnad ko.

Under den tid som toaletten ar upptagen forbrukas i genomsnitt 1 decimeter toalettpapper per
minut. Bestdm den genomsnittliga pappersforbrukningen under en dag om toaletten har 6ppet
mellan klockan 08.00 och 20.00. (10 p)
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Uppgift 1

i antar att sekvensen av fordonstyper pa landsvégen later sig beskrivas av en Markovkedja med
tillstandsrum
E = {personbil, lastbil, buss} = {1, 2, 3}

och 6vergangsmatris

10/15 3/15 2/15
P=|2/3 1/3 0
1 0 0

Tillstandsrummet &r &ndligt, och kedjan &r irreducibel och aperiodisk sa en unik stationér-
fordelning existerar och &r gransfordelning for den ergodiska kedjan.
Sannolikhetsfordelningen 7 som l6ser 7 = 7P, dvs

1 2
T = 1—?)71'1 -+ §7T2 -+ 17T3

Ty = 13—571'1 + %71'2 + 07T3
T3 = %71’1 + 07T2 + 07'('3
dr m = [m m m) = [33 & 5], Andelen personbilar pa viigen r saledes m = 30/43 = 0.70.
Det genomsnittliga antalet lastbilar mellan tva bussar ar det forviantade antalet besok i tillstand

2 mellan tva besok i tillstand 3 ar

9
— My =—=2.2
T3 2 4
Uppgift 2

a) Vi har hdr en Markovkedja med tillstandsrum
E = {Arbete, Arbetslos, Fortidspension} = {1, 2,3}

och intensitetsmatris
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Lat oss utga fran ekvationen for tiden till absorption vid start i tillstand i. Hér ar tillstand 3
absorberande och vi har:

1
h=—+22 .
sl 41
1
ty=—+ 2.4,
a2 42
Tiden man ligger kvar i tillstand i tills man hoppar dérifran &r
1
4i

Lat nu x vara den forviantade inkomsten om man borjar i arbete, och y vara den forviantade
inkomsten om man borjar som arbetslos. Man far da ekvationssystemet

280000 q12
= +— -y
q1 q1
224000
q2 q2
, 280000 0.2
~ 02 o027
224000 4
Y="45 Tu5' "
280000 — 0.2z +02y = O
224000 —4.5y+4x = O

som ger x = 13048 000 kronor.

b) Betrakta hoppkedjan. Sannolikheten att man fran arbetsloshet gar till att ha arbete, betingat
att man byter tillstand, ar f}) = % medan sannolikheten att man gar till fortidspension, betingat
att man byter tillstand, ar %. Varje gang man far ett arbete kommer man senare att bli ar-
betslos igen, medan om man blir fortidspensionerad sa stannat man dér for evigt. Sannolikheten

P(antal perioder av arbetsldshet = k) &r alltsa (3)"'5, dvs. vi har en ffg(§).

Uppgift 3

a) Eftersom de bilar som vid en tidpunkt finns i tunneln dr de som kommit norrifran eller séderifran
under de tva senaste minuterna (det tar tva minuter for en bil att kora genom tunneln), ar antalet
bilar i tunneln lika med X +Y déar X € Po(2-1) = Po(2) och Y € Po(2-0.5) = Po(1)). Totala
antalet bilar &r X + Y dr da Po(2+ 1) = Po(3) och P(X +Y < 5) = 0.916 enligt tabell 7.

b) Nér en norrifran kommande bil kommer till tunneln ar de soderifran kommande bilarna som
finns i tunneln de som anlant under de senaste tva minuterna. Dessa kommer den norrifran kom-
mande bilen att mota liksom de bilar som anlander soderifran till tunneln under de tva minuter som
det tar for den norrifran kommande bilen att fara genom tunneln. Antalet bilar, Z, som anldnder
soderifran till tunneln under dessa fyra minuter dr Po(4-0.5) = Po(2) och P(Z = 0) = e~ 2 = 0.135
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Uppgift 4

a) {X(t);t > 0} &r en fodelse-dodsprocess med fodelseintensiteter \; = A, ¢ = 0,1,2,... och
dodsintensiteter

o =vy =2
/Li:V1+V2:3, 7,:2,3,

Med sedvanliga beteckningar far vi pg = 1 och

Ao Anot Am 2 (2)”—1 (2)“—1
pn: —= n—1:_ — = — ’n:1,2,...
b - v - (1 + 1) 2\3 3

Summan av alla p, &r > 00 p, = 14> 00 (%)"*1 - H’ﬁ = 4 (geometrisk serie). Regularitets-

villkoret » 7 ﬁ = oo ar med rage uppfyllt eftersom termerna i summan gar mot odndligheten.

Fodelse-dodsprocessen har alltsa en asymptotisk fordelning som ges av

omn=2~0

(%)nil omn=1,2,...

(1)

= s =

P = =
Zzo:() Pn
b) Lat X har fordelningen enligt (1). Vantevérdet blir
- 12\ 3, 1/2\"" 3
B(X) = =S n-(2) =SSz (2) =S.3=225
=2 m=303(5) 1) -3
eftersom den sista summan &r véintevirdet av en fig(3)-fordelning.

Uppgift 5

Antalet personer vid toaletten beskrivs av en Markovkedja (X (t);t > 0), en fodelse-/dédsprocess
med ankomstintensitet A = 8 och betjaningsintensitet ;1 = 60/4 = 15 per timme (ett M/M/1-
system). Eftersom p = \/u = 8/15 < 1 dr systemet stabilt och Markovkedjan ar ergodisk med
gransfordelning given av stationarférdelningen 7 dér

e = (1—p)p", k=0,1,2,...
Av de 12 timmar toaletten dr 6ppen dr den i genomsnitt upptagen
12(1 —mp) = 12(1 — (1 — p)) = 12p timmar = 12p - 60 minuter = 384 minuter

under vilket det i genomsnitt forbrukas 38.4 meter toalettpapper.




