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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1904 MARKOVPROCESSER
FREDAGEN DEN 17 AUGUSTI 2018 KL 8.00-13.00.

Examinator: Bjorn-Olof Skytt tel. 79086 49

Kursansvarig: Bjorn-Olof Skytt tel. 79086 49

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik, Mathematics Handbook
(Beta), hjélpreda for minirdknare, minirdknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara sa
utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 5 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng.
Gréansen for godként dr preliminédrt 20 podng. Mojlighet att komplettera ges fér tentander med
preliminédrt 18-19 poéng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida.
Det ankommer pa dig sjilv att ta reda pa om du har réatt att komplettera.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Uppgift 1

Yta

Ett gruvlag &r vilse i en gruva med 3 kammare. I varje ‘

3 timmar

kammare véljer de en av de gangar som leder bort fran

kammaren med lika stor sannolikhet, oberoende av tidigare Kammare B 3 timar

val. I figuren aterges antalet timmar det tar att forflytta \

sig utmed de givna gangarna. \

Om gruvlaget befinner sig i kammare A, bestdm det s

forvintade antalet timmar som behdvs innan gruvlaget Kammare A
kommer upp till ytan. (10 p)

1 timme

Uppgift 2
En Markovprocess { X (¢);t > 0} med tillstandsrum {1, 2, 3,4} har intensitetsmatrisen

-7 3 2 2
0o —4 2 2
Q= 2 4 -9 3
2 4 0 -6

Kedjan startar vid tidpunkt 0 i tillstand 1.
a) Berdkna sannolikheten att processen gor sitt forsta hopp fore tidpunkten 0.1. (3 p)
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b) Motivera att en asymptotisk fordelning existerar samt berdkna denna. (4 p)
¢) Berékna sannolikheten att processens andra hopp sker till tillstand 4. (3 p)
Uppgift 3

under anlédnder till en betjaningsstation med véntrum enligt en Poissonprocess med intensiteten
3 kunder/min. Vantrummet rymmer, utéver en kund som betjinas, ytterligare endast en per-
son. En kund ldmnar systemet omedelbart om viantrummet ar upptaget. Betjdningstiderna &r
exponentialfordelade med véntevérde 1/2 min.

Berékna forlustsannolikheten, dvs sannolikheten (efter lang tid) att en kund omedelbart ldmnar
systemet. (10 p)

Uppgift 4

Kunder till en betjéaningsstation har exponentialférdelade betjéningstider med véntevérdet 1 mi-

nut. Kunder kommer alltid parvis, dvs tva och tva tillsammans, och varje par anlénder till

betjdningsstationen enligt en Poissonprocess med intensitet 0.6 par per minut.

Trots att de uppskattar sillskapet med varandra, sa dr de inte sa séllskapliga att de vill ”dela”

betjéningsstationen med andra kunder. Detta innebér att ett par ansluter sig till betjéningssystemet
endast om det ar tomt.

De tva i paret blir betjanade var for sig, vilket innebér att en av kunderna far kéa medan den andra
betjanas. Nar bada kunderna &r fardigbetjanade lamnar paret betjaningsstationen tillsammans.

Bestdam det forvintade antalet personer vid betjdningsstationen efter lang tid. (10 p)

Uppgift 5

Till en specialaffir med endast en expedit kommer kunder enligt en Poissonprocess med inten-
siteten 8 kunder/timme. Betjdningen av en kund kan ses som bestaende av tva delar. Forst ska
expediten hdmta produkten som kunden ska ha och &dven eventuella extra tillbehor till denna
produkt. Tiden fér denna forsta del kan betraktas som en stokastisk variabel som &r kontinuerligt
likformigt fordelad mellan 1 och 7 minuter. Sedan skall betalningen ske. Vi antar att denna and-
ra del av betjéningstiden &r exponentialférdelad med véntevirdet 1 minut. Systemet forutsétts
befinna sig i stationart tillstand. Alla betjaningstider forutsidtts oberoende av varandra och av
ankomstprocessen.

Berékna den genomsnittliga tiden en kund befinner sig i systemet, d.v.s. tiden fran det att kunden
staller sig i en eventuell ko till dess att kundens betalning &r klar. (10 p)
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Uppgift 1

Lat t1, ty och t3 vara den forvintade tiden tills gruvlaget ér vid ytan givet att de startar i kammare
A, B resp. C. Dessa forvantade viarden uppfyller ekvationssystemet

ty = 32+t)+3B+1t3)+3-2 = ty = ¥
ts = 3(3+t)+3(1+t)+3-3 ty = i
Alltsa, sokt &r t; = 10 timmar.
Uppgift 2

) Siitt T=tid i tillstand 1 innan hopp. D &r T €Exp(7). Vi soker P(T < 0.1) = [ fr(t)dt =
[P Te T dt =1 — e =1 — 707 = 0.5034.
b) Markovprocessen dr éndlig och irreducibel, 1 — 2 — 3 — 4 — 1 &r mojliga hopp, vilket visar

att alla tillstand kommunicerar med varandra. Processen dr dérfor ergodisk och gréansfordelningen
ges av den stationdra. Vi har att 16sa 7Q = 0 samt Y m; = 0, d.v.s. ekvationssystemet

—7m 4+ 273+ 274, =0

3my — 4my + 4wy + 4wy =0
211 + 219 — 93 =0

2m + 2my + 3m3 — 61, =0

7T1+7T2+7T3—|—7T4=1

vilket har 16sningen m = 4/35, m = 17/35, w3 = 2/15, my = 4/15.
c¢) Hoppkedjan har 6vergangsmatrisen (p;; = ¢;;/¢;)

0 3/7 2/7 2/7
0 0 1/2 1/2
2/9 4/9 0 3/9
1/3 2/3 0 0

P=
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Vi soker sannolikheten att hoppkedjan ar i tillstand 4 efter tva hopp vid start i tillstand 1. Men
denna sannolikhet ges av pﬁ) som dr motsvarande element i matrisen P?. Detta element fas som
forsta raden i P ganger fjarde kolonnen i P, d.v.s. &r

0+3 1+2 3+O—13
72 7T 9 42
Uppgift 3

at X (t) vara antalet kunder i systemet vid tid ¢. X (¢) &r en fodelse-déds-process med tillstandsrum
{0, 1,2} och fodelseintensiteter \g = A; = 3 och dodsintensiteter p; = g = 2. Vi soker

AoA1 3 3
S SV S S SR P
Ltprtpr 1404200 145455 19
Uppgift 4

Lat (X(t);t > 0) vara den Markovkedja som beskriver systemets tillstand. Systemet har tillstanden
E ={0,1,2} = {Tomt, Forsta under betjaning, Andra under betjaning}

och X (t) har intensitetsmatris

e . —-06 06 O
Q= 0 —p u = 0o -1 1
w0 —pu 1 0 -1

déar A\ &r ankomstintensiteten for par, A = 0.6 och p &r betjéningsintensiteten p = 1.

Eftersom F dr dndlig finns minst en stationérfordelning och eftersom kedjan &r irreducibel (se-
kvensen 0 — 1 — 2 — 0 &r mojlig och gar genom samtliga tillstand) &r stationérférdelningen
unik. Markovkedjan &r ergodisk med stationédrfordelningen som grénsfordelning.
Stationérfordelningen 7 adr den sannolikhetsfordelning som uppfyller 7Q = 0, dvs

AT = 2
P = AT
pme = T

vilket ger my = m = /%WO. Alltsa

vilket &r uppfyllt om

1 5 . 5 3 3
0 1+ 2% 11’ 11 11 11
Sokt ar vantevardet 19

E (Antal kunder) = Omg + 2m; + 279 = o
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Uppgift 5
Hér har vi en M/G/1-process och anvinder oss av §16.3. U = T; + To=totala betjiningstiden i
minuter, dir 7} € U1, 7] och Ty € exp(1).
E(U)=EM)+E(T) =4+1=5
V(U) = ty ober = V(T}) + V(Ty) = &2 4 1 =4

12

Betjaningsfaktorn p = ﬁ for M/M/c-processer. Hér har vi en M/G/c process och sétter da in
1/E(U) i stéllet for p.

Da fas \ . 5
p= =\ B(U)=—-5==
ﬁ -1 60
Enligt §16.3 fas da
= YOy G 4y 58
21— p) [EW)? 2(1-2) 522 75

Sokt ar
:£:p+l‘1:§t%:...:10_8
A A 5

Svar:Genomsnittliga tiden i systemet for en kund &r 10.8 minuter




