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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1904 MARKOVPROCESSER
TISDAGEN DEN 28 MAJ 2019 KL 14.00-19.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt tel. 79086 49

Kursansvarig: Bjorn-Olof Skytt tel. 790 86 49

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik, Mathematics Handbook
(Beta), hjélpreda for minirdknare, minirdknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrikningar skall vara sa
utforliga och vél motiverade att de &r latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 5 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng.
Grénsen for godként dr preliminédrt 20 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med
preliminért 18-19 poéng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida.
Det ankommer pa dig sjilv att ta reda pa om du har riatt att komplettera.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Uppgift 1
En Markovkedja i diskret tid har tillstanden E = {1,2,3,4,5,6} och 6vergangsmatrisen

10 0 0 0 O
01 0 07 02 0 0
02 08 0 0 0 O

0O 0 0 0 1 0

0 0 0 05 0 05

0o 0 0 1 0 0

Klassificera tillstanden och avgor om lim,, ., P (X, = j|Xo =1) for i,j = 1,2,3,4,5,6 existerar
samt beréikna i sa fall dessa gransvirden. (10 p)

Uppgift 2

Ett system bestar av tva parallellkopplade komponenter, dvs systemet fungerar om atminstone en
av komponenterna fungerar. Dessa har dels felintensiteten \; var for sig da systemet &r helt, dels
en gemensam felintensitet (hoga spinningar, t.ex. asknedslag, slar ut bigge komponenterna samti-
digt) med intensiteten A. Nér den ena komponenten dr sonder, har den aterstaende felintensiteten
A2 (> A1) (och dessutom den gemensamma felintensiteten \).

Beriikna forvéntad livslangd for systemet om man startar med tva hela komponenter. (10 p)
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Uppgift 3

En Poissonprocess (X (t); ¢ > 0) har F(X(t)) = 3t. Lat T" vara tiden da processen for forsta
gangen antar virdet 2.

Bestdm P (T <t | X(2) = 2) som funktion av t. (10 p)

Uppgift 4

Turister anlander till en utsiktsplats enligt en Poissonprocess med intensitet A och stannar pa
platsen en Exp(u)-fordelad tid. Hur manga personer som helst kan njuta av utsikten samtidigt.

Visa att det finns en gransfordelning och berdkna det forvantade antalet personer som vid en viss
tidpunkt samtidigt njuter av utsikten. (10 p)

Uppgift 5

En restaurang har tva toaletter som ligger brevid varandra. De som vill ga pa toaletten anléander
enligt en Poissonprocess med intensitet A = 20 bestkare per timme. Ett toalettbesok varar en
exponentialfordelad tid med vantevirde 4 minuter. De bada toaletterna har en gemensam ko.

Bestam den forviantade tiden en person maste sta i ko. Bestdm dven sannolikheten att man maste
sta i ko. (10 p)
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Uppgift 1

Vi noterar att 1 &r ett absorberande tillstand. Vidare &r {4,5,6} en sluten irreducibel delklass,
medan 2 och 3 ar genomgangstillstand. Om vi klumpar ihop 4, 5 och 6 i ett tillstand far vi en
A-kedja med 6vergangsmatrisen

10 0 O
0.1 0 0.7 0.2
02 08 0 O

0O 0 0 1

P

Om vi i likhet med formelsamlingen later a,; = P(absorption i tillstand j | start i tillstand ¢) sa
erhaller vi 91 = 0.1+ 0.7&31 och asy = 0.2+ O.8CL21 =024+ 08(01 + 0.7&31) =0.240.08+ 0.56&31

som ger
0.28 28 7

BTN 056) 44 11
och alltsa as (456 = 4/11. Vidare &r enligt ovan ag; = 0.1 +0.7a3; = 0.1 +0.7-7/11 = 6/11 dvs
ag,{4,576} = 5/11.
Enligt denna A-kedjestruktur fastnar kedjan antingen i 1 eller i den slutna delméngden {3,4,5}.
Om vi betraktar delkedjan pa {4, 5,6} sa har den 6vergangsmatrisen

0 1 0
P=105 0 05
1 0 0

och denna &r irreducibel ty 4 — 5 — 6 — 4 och aperiodisk ty 4 — 5 — 4 (tva steg) och
4 — 5 — 6 — 4 (tre steg) och 2 och 3 &r relativt prima tal. Alltsa &r denna delkedja ergodisk.
Sker absorption i delméngden {4,5,6} sa &r den stationéra fordelningen pa denna delméngden den
asymptotiska fordelningen. For att bestdmma denna stationéra fordelning m = (my, 75, 7g) 16ser vi
ekvationssystemet m = wP dvs

my = 0.575 + mg
Ty = My

e = 0.575

1 =my+7m5+7g

som ger my(1+1+0.5) =1 dvs my = 75 = 2/5 och mg = 1/5.
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Vi far alltsa gransviardena existerar for alla ¢ och j samt att
1) lim, o P(X,, =1|Xo=1)=1o0ch

9) Tim, o P(X,, = j | Xo =4) = 2/5 for j = 4,5
samt lim,, oo P(X,, =6 | Xo =14) =1/5 for i =4,5,6.

3) limy oo P(Xp, = 1| Xo = 2) = 6/11
4) limy oo P(Xn = 1| Xo = 3) = 7/11

5) limy, o P(X, = j | Xo =2) = 5/11-2/5 for j = 4,5
samt lim,, oo P(X, =6 | Xo=2)=5/11-1/5

6) lim,, 00 P(X,, = j | Xo = 3) = 4/11-2/5 for j = 4,5
samt lim,, o0 P(X, = 6| Xo=2) =5/11-1/5

samt att de Ovriga gransvirdena ar 0.

Uppgift 2

Vi infor tillstanden
E; =i stycken enheter fungerar, : = 0, 1, 2.

Vi far intensitetsmatrisen

0 0 0
Q=1+ —(A+)) 0
A 21 — (A +2)\)

Satt
t; = forviantad tid till absorption i Ey givet start i E;, ¢ = 1,2.

Vi far da (FS 14.2.5),
P N + 2M t
LS VNI ZTNE2N A2

som ger

1 ( 2\ ) A2 + X\
ta 1 :(

pu— + .
At 2) MtAr) A2 (e+ N

Uppgift 3
Vi gor forst observationen att {T" <t} = {X(¢) > 2}.
Med ¢ < 2 far vi

P(T<t|X(2) =2) = P<X(t)2?ﬂX(2):2) P(X(t)=2nX(2) — X(t) = 0)

P(X(2)=2) P(X(2)=2)

t2
4

Omt>2dr P(T<t|X(2)=2)=1dvs

0 for t <0,
PT<t|X(2)=2)=<t*/4 for0<t<2,
1 for ¢ > 2
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Uppgift 4

Antalet turister pa platsen beskrivs av en fodelse-dods-process med
An=A och pu, =npu.
Detta ger, jmf. F'S sid. 10, att

_ oA A (V)"
u.2lJl/."nlJL n!

Pn
vilket ger

i Pn = 6)\/“~
n=0

Eftersom ) p, < oo for alla A och p och

n=0

sa existerar alltid en gransfordelning och den &r given av

)\ n
R /) N

= — '
Z Pn "
n=0

Saledes &r antalet turister Po(A/u)-fordelat och vi har £ = A/ p.

Uppgift 5

Antalet personer vid toaletterna beskrivs av en Markovkedja (X (t);t > 0), en fodelse-/dédsprocess
med ankomstintensitet A = 20, betjiningsintensitet u© = 60/4 = 15 per timme, och antalet
betjéningsstationer ¢ = 2 (ett M/M2-system).

Eftersom trafikintensiteten p = \/cu = 20/(2-15) = 2/3 < 1 dr systemet stabilt och Markovkedjan
ar ergodisk med gransfordelning given av stationarfordelningen (se §16.1) p = (po, p1, ---)

dér (enl §16.2 for system med c=2):

= 3.2 minuter.

l\Jl)—“)—‘
Slnle

Detta ger att wy = 60 -

Sannolikheten att man maste sta i ko dr sannolikheten att det &r minst 2 i systemet = 1—(py+p;) =

1— 2(1—p) _ _ 21 24 __



