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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1904 MARKOVPROCESSER FREDAGEN DEN 16 AUGUSTT 2019 KL 08.00-
13.00.

Examinator: Bjorn-Olof Skytt tel. 790 86 49.
Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik, Mathematics Handbook
(Beta),hjalpreda for minirdknare, miniréknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara sa
utforliga och vil motiverade att de ar ldtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva
siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 5 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gransen
for godként &r preliminért 20 podang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 18-19 poéng.
Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa dig sjéalv
att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Tentamen kommer att vara réttad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Uppgift 1

I tva behallare finns sammanlagt 6 bollar varav 3 dr gula och 3 &r bla. Det finns alltid tre bollar
i varje behallare. Vi later nu bollar slumpméssigt byta plats mellan behallarna. Ett platsbyte
gar till pa sa sitt att samtidigt som det slumpmaéssigt dras en boll ur den vanstra behallaren
sa dras det slumpmaéssigt en boll ur den hogra behallaren och sedan ldggs den boll som dragits
ur den vinstra behallaren i den hogra behallaren och tvartom. Antalet gula bollar i den vénstra
behallaren varierar da som en Markovkedja.

a) Undersok om denna Markovkedja har en unik asymptotisk fordelning och berdkna i sa fall
denna. (6 p)

b) Antag nu att vi startar med 2 bla bollar (och 1 gul) i den vénstra behallaren och 2 gula
bollar (och 1 bla) i den hogra. Vad &r da sannolikheten att det ligger 3 bla bollar i den
vanstra behallaren innan det ligger 3 gula bollar i den vénstra behallaren? (4 p)



forts tentamen 1 SF'1904 2019-08-16 2

a)

Uppgift 2

I en lagenhet finns tre rum (hallen, kéket, och sovrummet). En ilsken geting har kommit in
i lagenheten. Den forflyttar sig fran hallen till koket med sannolikheten 1/2 och fran hallen
till sovrummet med sannolikheten 1/2. Tiden den stannar i hallen &r exponentialférdelad
med vanteviarde 3 sekunder. Fran koket till hallen forflyttar den sig med sannolikheten
1/3 och fran koket till sovrummet med sannolikheten 2/3. Tiden den stannar i koket &r
exponentialférdelad med véntevirde 7 sekunder. Fran sovrummet till hallen forflyttar den
sig med sannolikheten 1/3 och fran sovrummet till koket med sannolikheten 2/3. Tiden den
stannar i sovrummet &r exponentialférdelad med vantevarde 7 sekunder.

Hur stor andel av tiden befinner sig getingen i hallen? (5p)

I hopp om att getingen ska flyga ut 6ppnar vi ett fonster i koket och ett fonster i sovrummet.
Da giller fortfarande att getingen forflyttar sig fran hallen till koket med sannolikheten 1/2
och fran hallen till sovrummet med sannolikheten 1/2; och att tiden den stannar i hallen &r
exponentialfordelad med véntevirde 3 sekunder. Daremot dr nu sannolikheten 1/5 att den
forflyttar sig fran koket till hallen och sannolikheten 2/5 att den forflyttar sig fran koket
till sovrummet och sannolikheten att den flyger ut fran koket 2/5. Fortfarande ar tiden den
stannar i koket exponentialfordelad med vanteviarde 7 sekunder. Vidare &r nu sannolikheten
1/5 att den forflyttar sig fran sovrummet till hallen och sannolikheten 2/5 att den forflyttar
sig fran sovrummet till koket och sannolikheten att den flyger ut fran sovrummet 2/5.
Fortfarande ar dven tiden den stannar i sovrummet exponentialfordelad med vantevarde 7
sekunder.

Hur lang ar den forvintade tiden det tar for getingen att lamna ldgenheten om den startar
i hallen? (5 p)

Figur 1: Schema 6ver hur rummen (och i b-uppgiften utflygsviigar) hianger ihop i ligenheten.
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Uppgift 3

En Poissonprocess (X(t);¢ > 0) har E(X(t)) = 3t. Lat T vara tiden da processen forsta gangen
antar virdet 2.
Bestdm fr(t) som funktion av t. (10 p)

Uppgift 4

I ett kosystem med en betjéningsstation dar potentiella kunder anlédnder enligt en Poissonprocess
med ankomstintensitet A ansluter sig en potentiell kund med sannolikheten 1/v/k 4+ 1 om det finns
k kunder i systemet, k =0, 1,2, - --. Vidare ar betjianingstiden exponentialfédelad med vantevirde
Vk/p om k kunder finns i systemet, k= 1,2, -.

Hiérled villkor pa p och A\ for att en stationér fordelning skall finnas samt bestém forvéantat antal
kunder i systemet efter lang tid som funktion av p och \. (10 p)

Uppgift 5

I en fabrik kontrolleras varje produkt som tillverkats innan den gar vidare till kund. Om produkten
da visar sig vara defekt kan den ha tre typer av fel: Fel av typ A, fel av typ B, fel av typ C. Ar
produkten defekt har den alltid fel av typ A. Produkten kan da &ven ha fel av endast typ B eller
fel av typ B och fel av typ C. Fel av typ C finns dock endast om det finns bade fel av typ A
och fel av typ B. Reparationsverkstaden bestar av tre avdelningar som har namn efter vilket typ
av fel de atgérdar: avdelning A, avdelning B och avdelning C. En defekt produkt skickas saledes
alltid forst till avdelning A. Pa avdelning A blir den med sannolikhet 0.6 fiardigreparerad och gar
déarifran till kund, men med sannolikhet 0.4 gar den vidare till avdelning B. Pa avdelning B blir
den med sannolikhet 0.75 fardigreparerad och gar déarifran till kund, men med sannolikhet 0.25
gar den vidare till avdelning C. Pa avdelning C blir den med sannolikhet 1 fardigreparerad och
gar darifran till kund.

Defekta produkter anldnder till reparationsverkstaden enligt en Poissonprocess med intensitet 20 i
timmen. Avdelning A har tva reparationslag som arbetar parallellt och som bada har reparations-
tider som &r exponentialfordelade med intensiteten 16 reparerade produkter i timmen. Avdelning
B har ett reparationslag som har reparationstider som ar exponentialférdelade med intensiteten
16 reparerade produkter i timmen. Avdelning C har ett reparationslag som har reparationstider
som ar exponentialféordelade med intensiteten 4 reparerade produkter i timmen.

a) Berédkna forvantat antal defekta produkter i reparationsverkstaden vid ”asymptotisk” tid. (7 p)

b) Bestdm forviantad tid en defekt produkt tillbringar i reparationsverkstaden. (3p)

Lycka till!
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TENTAMEN I SF1904 MARKOVPROCESSER
TISDAGEN DEN 9 JUNI 2015 KL 14.00-19.00

Uppgift 1

a) Infor tilstandsrummet E = {0 gula bollar i vénster behallare, 1 gul boll i vinster behallare , 2
gula bollar i véinster behallare, 3 gula bollar i vénster behallare }<

<E ={0,1,2,3}

Vi far nu 6vergangsmatrisen

O Owlm O
O OO =
—olkolh O
Qo O O

Kedjan &r ergodisk ty 1) E &r #dndligt, 2) den &r irreducibel ty 1 -2 -3 -4 -3 -2 — 1
samt 3) aperiodisk ty p;; > 0. Vi far stationdra (och alltsa dven asymptotiska) fordelningen
m = (mg, 1, o, m3) som 16sning till @ = 7P och 7 + my + m3 = 1. Vi far

1
U 571'1
4
Ut =7T0+§7T1+§7T2
4
Tg = 571'1 + §7TQ+7T3
1
Ty = §7T2

]_:7T0—|—7T1—|—7T2+7T3

som ger T = (%, %, %, %)
b) Vi kan se det som att vi har tva absorberande tillstand, namligen 0 och 3 och att vi da soker
sannolikheten a1 vilket dr sannolikheten att absorberas i tillstand 0 vid start i tillstand 1. Hér
kan vi anvianda oss av §15.1.5 1 F.S. och far da
1 4 4
(19 = = + =19 + =A20

9 9 9

aop = 0 + 5(110 + 5&20

som ger ajg = g vilket ar svaret.
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Uppgift 2
a) Infor tilstandsrummet E = {Hall, Kok, Sovrum }<
<E = {1,2,3}
Getingens lage beskriver en Markovprocess med uthoppsintensiteter pu; = %, o = %, 3 = % och

med Gvergangsmatrisen

11
(0 d
Pl d s
5 3 0
vilket ger intensitetsmatrisen
1 1 1
3 6, 6
Q= 1 1 2
21 721
1 2 1
21 21 7

Kedjan ér ergodisk ty 1) E ar dndligt, 2) den &r irreducibel ty 1 — 2 — 3 — 1 Vi far stationéra (och
alltsa d&ven asymptotiska) fordelningen m = (7, 9, 73) som 16sning till 7Q = 0 och m +my+m3 = 1.
Vi far

1 1 1

0= —§7T1 + ﬁﬂ'g + ﬁﬂ'g
1 1 2
0 = 67T1 — ?Wg—Fﬁ?Tg
1 2 1
0 = 671-1_'—571-2 — ?7'('3
1
Ty = §7T2

1:7T1+7T2+7T3

AT
87167 16

D.v.s. getingen befinner sig i hallen % av tiden.

b) Nu infor vi ytterligare ett tillstand i tilstandsrummet och far E = {Hall, Kok, Sovrum, Ut }<
SE = {1,2,34}

Eftersom {4} &r ett absorberande tillstand far vi nu 6vergangsmatrisen

som ger ™ = (

0110

3 10 2 2

P=1% 5 2 3

5 5 U5

0 0 01

vilket ger intensitetsmatrisen

11 1
-2 =z =z 0
ERAC T B
Q=|% 7 B %
35 3 7 35
0O 0 0 O
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Vi anvinder oss nu av §15.2.5 och soker tiden ¢, till absorbtion da vi startar i tillstand {1} vilket
ger foljande ekvationssystem

IO |
=3+ Sty 4 543
33

[— ==

«1|H|°"|w =

=7+ 35t1+
7

Av symmetriskal ar t, = t3 vilket gor att ¢; ganska enkelt fas till 22. Det forvantade tiden det tar
for getingen att lamna lagenheten om den startar i hallen ar saledes 22 sekunder.

Uppgift 3

Fr() =P(T <t)=1-P(T>t)=1— P(X(t) < 2) =
1 — (3t) R (3t) LTt et

=1—(pxt)(0) +pxp (1) = ol T —3t-e 3
d —3t —3t —3t —3t
fT():EFT() 37" 4+9-e" =3 =9t-¢
D.vs
0 for t <0,
t) = -
fr(®) {9t-e—3t for t > 0
Uppgift 4
Héar har vi en fodelse-dods-process med
A 1-A A : A A L A
=1- =—" =—" 0.8.V
0 1 /5 2 75
och
1 1
= =—" =—" 0.8.V
H1 = [ H2 /2 H M3 3 H

Detta ger, jmf. F'S sid. 10, att

vilket ger

Eftersom Y p, < oo for alla A och p och

i": 1+\/_ ——i—\/_() ) =00 [omi<1]
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sa existerar alltid en gréansfordelning och den &r given av

I ) A TRy S N NP NP W WARERP
pk—ipn—ﬁ— . (M)—(l u) (H)—M(M) (1 M)

Faktorn (ﬁ)kfl-(l—ﬁ) kénner viigen fran X € ffg(p) medE(X) = Ilo .Héar harvi X € ffg(l—ﬁ)

och da &r E(X)Zl_%zu_ﬁ,\

Alltsa blir det eftersbi;ta vantevardet

A g A
pop—A  p—A
Saledes ér forvintat antal kunder i systemet ﬁ
Uppgift 5

a) Vi har ett Jacksonnétverk som beskrivs av foljande graf

0.6 0.75

>\in
i s A

Pa avd A har vi ett M/M/2-system med betjéningsintensiteten pus = 16, pa avd B har vi ett
M/M/1-system med betjéningsintensiteten pp = 16 , och pa avd C har vi ett M/M /1-system med
betjéaningsintensiteten puc = 4.

Vi borjar med att 16sa systemet av ekvationer som ger ankomstintensiteterna till bada koerna.
Systemet ges av ekvationerna(se §16.4 i F.S.)

Aa = Aa = Ny, = 20
Ap=04A, =8
Ao = 0.25Ap = 2

Vi har nu trafikintensiteterna ps = Q/L—Z = g—g = g, pp = L& = 18—6 = %, och po = 2 = ;21 = %
De tre avdelningarna kan ses som oberoende M/M/c kéer. For en M/M/c ko ges forviantat antal
produkter i respektive system av (se §16.1 och 16.2 i F.S.)

g_{l:cp+lq:-~-zli omc=1

l=cp+l;=-=7% omc=2
. Vi beréknar helt enkelt summan av forvintade antalet produkter pa varje avdelning som &r

2pa PB pc 80
l l le = =—+1+1=4.05
At+ip+ic 1—P124+1—p3+1—,00 39—|- +

b) Genomsnittlig tid som en defekt produkt tillbringar i verkstaden blir
0.6wa + 0.4 - 0.75(wa + wp) + 0.4 - 0.25(wa + wp +we) =[ w =%+ ] =065 +0.3(55 + 5) +
0.1(3% + £ +2) ~ 0.20 timmar.



