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TENTAMEN I SF1910 TILLAMPAD STATISTIK,
TISDAG 8 JANUARI 2019 KL 8.00-13.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, 08 — 790 86 49.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Studenter som ar godkéanda
pa kontrollskrivningen behover ej besvara uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre upp-
gifter. Gransen for godként ar prelimindrt 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander
med, preliminért, 8 poéng. Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida.
Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkénda pa del I och poéng pa del II kravs for hogre betyg &n E. Pa denna
del skall resonemang och utridkningar skall vara sa utforliga och vél motiverade att de &r lédtta att
folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall anges med minst
tva vérdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa datorlaborationen far 4 bonuspoing
pa del II pa ordinarie tentamenstillfiallet och det forsta omtentamenstillféllet.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

For hindelserna A och B géller att P(AN B*) = 0.2, P(A*N B) = 0.4 och P(AU B) = 0.8.
Bestdm P(A | B).

A: 0.25
B: 0.33
C: 0.50
D: 0.67
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Uppgift 2

En stokastisk variabel X har fordelningsfunktionen

0, =<0
Fx(r)=4 3 0<z<2
1, >2
Bestim E (e=¥).
A: 0.432
B: 0.500
C: 0.568
D: 0.787
Uppgift 3

Pa julbordet ligger tre skivor kallrokt lax, fyra skivor gravad lax och fem skivor varmrokt lax. Lille
Nisse tar tva skivor helt pa mafa. Vad &r sannolikheten att Lille Nisse far tva skivor gravad lax?

Uppgift 4

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler sadana att X € Po(3) och Y € Po(4).
Berdkna P (X +Y = 2).

Uppgift 5

Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler dir X € N (2,3) och Y € N (4,2). Lat
Z =2Y — X. Berdkna P (Z > 4).

A: 0.345
B: 0.468
C: 0.532
D: 0.655
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Uppgift 6
Lat X € Exp (5), d v s intensiteten #r lika med fem. Bestdm E (X?)

Uppgift 7

Lat X; och X, vara tva oberoende likafordelade stokastiska variabler sadana att X; € Exp ()),
d v s intensiteten &r lika med A. Berdkna maximum-likelihood-skattningen av A da x; = 4 och
To = 6.

A: 0.082
B: 0.205
C: 0.200

D: 0.503

Uppgift 8

Antag att X,..., X, utgor ett stickprov pa N (u,0), dér o dr kind. Tyko onskar testa nollhy-
potesen Hy : = 2 mot H; : p < 2 med hjélp av ett lampligt konfidensintervall for p. Vilket av
nedanstaende konfidensintervall for p skall véljas for att testets signifikansniva skall bli o

Uppgift 9

Antag att Xi,..., X, utgor ett stickprov pa N (u,o). Fran tjugo observationer erholls foljande
virden T = 0.46, samt s = 0.43. Ange nedre grinsen for det tvasidiga konfidensintervallet for o
med konfidensgrad 99%.

A: 0.158
B: 0.302
C: 0.316

D: 0.000
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Uppgift 10

Tva stickprov fran tva populationer. Varje stickprov uppfattas som observationer pa N (p;,0;),
dér vi antar att o; = 09. Fran de tva stickproven beriknades foljande sammanfattande matt:
fran stickprov 1

ny =4 x; =1007.25 s; = 143.66

fran stickprov 2
N9 = 4 To = 817.75 S9 — 73.627

Berdkna den undre grinsen i ett 95%-igt tvasidigt konfidensintervall for p; — po.
A: 13.14

B: -18450

C: 44.53

D

0 -8.25

Uppgift 11

Tva undersckningar gjordes pa tva grupper av patienter som hade blivit vaccinerade respek-
tive inte hade blivit vaccinerade. Femhundra vaccinerade underscktes déar fyrtionio hade blivit
vinterkriaksjuka. I den icke vaccinerade gruppen undersoktes sexhundra dar femtioatta hade fatt
vinterkraksjuka. Lat p; sta for andelen patienter som blivit vinterkriaksjuka trots att de har vacci-
nerats och lat py sta for andelen patienter som blivit vinterkridksjuka utan att ha vaccinerats. Vi
ar intresserade av parametern p; — po. Bestdm medelfelet for skattningen av p; — ps.

A: 0.0180
B: 0.419
C: 0.297
D: 0.441

Uppgift 12

En forskare har gjort tio forsok som anses vara oberoende av varandra déar sannolikheten for
lyckat forsok ar p. Lat X sta for antalet lyckade forsok. Forskaren onskar prova Hy : p = 1/2 mot
Hy : p > 1/2. Resultatet av de tio forsoken var atta lyckade forsok. Berdkna p-vérdet!

A: 0.0107
B: 0.0440
C: 0.100
D: 0.0547
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Del 11

Uppgift 13

a) I ett system &r tva komponenter kopplade enligt figuren. Systemet fungerar om bade kompo-
nent 1 och 2 fungerar.

A —— Komp 1 Komp2 ——B

Antag att livslangderna T3 och Ts for komponent 1, respektive 2 dr obeoroende stokastiska variabler
med férdelningsfunktioner F(z) = 1 — e™2/° for x > 0, respektive Fy(z) =1 —e~%/8 for x > 0.
Berikna systemets forvantade livslingd. (4p)

b) Man vill fa reda pa andelen p av personer i en stor population med en viss egenskap som
ger svaret 'Ja’ pa en kénslig fraga. (Ett par exempel: "Har du under det senaste aret anvént
narkotika?”eller ”Har du nagon gang snattat?”).

For att fa 6kad personlig sekretess (och ett mer korrekt undersokningsresultat) lit man de till-
fragade forst dra ett kort. Med sannolikheten 2/3 drar de ett kort av typ I som séger de skall
svara arligt Ja/Nej pa den kénsliga fragan och med sannolikheten 1/3 drar de ett kort av typ
II som siger att de skall svara irligt Ja/Nej pa en irrelevant fraga, t ex “Ar den sista siffran i
ditt personnummer ett jamnt tal?”. Vilken typ av kort de far vet endast de tillfragade sjilva. (De
tillfragade visar alltsa inte kortet for nagon annan och far sjilva dra ett kort pa mafa).

Antag att man genomfort en undersokning enligt ovanstaende princip och att man fick 40% Ja-
svar. Vad ar p =, dvs andelen individer som t ex under det senaste aret anvént narkotika? Du far
anta att den irrelevanta fragan var “Ar den sista siffran i ditt personnummer ett jamnt tal?” och att
sannolikheten for ett jamnt tal som sista siffra i ett personnummer &r lika stor som sannolikheten
for ett udda tal som sista siffra. (6 p)

Ledning: Du far utga fran att totala sannolikheten for svaret Ja dr/skattas som 0.4.

Uppgift 14

En stressad klassfordalder hade lovat att se till att det fanns lussebullar till barnen i forsta klass
som skulle ga luciatag pa luciadagen. De skulle ga ett luciatag pa morgonen och ett pa efter-
middagen och fika efter bada tagen. Antalet barn i forsta klass pa skolan adr 55. Pa morgonen
ater en elev i arskurs 1 ingen lussebulle med sannolikhet 0.1, en lussebulle med sannolikhet 0.7
och tva lussebullar med sannolikhet 0.2. Férdelningen 6ver antalet dtna lussebullar dr densamma
pa eftermiddagen, dock finns det ett beroende mellan antal dtna lussebullar pa morgonen och
eftermiddagen som resulterar i en negativ korrelationskoefficient pa p = —7/29. Det finns inget
beroende mellan hur manga bullar olika elever ater.

Beridkna approximativt antalet lussebullar som fordldern borde ha bakat for att alla barn med
sannolikhet 95% skulle fa sa manga bullar som de ville. Alla gjorda approximationer skall moti-
veras.

(10 p)



forts tentamen 1 SF1910 2019-01-08 6

Uppgift 15

Man missténkte att ett roulettebord pa ett kasino var manipulerat och genomférde ett test med
8000 forsok. Om rouletten &r korrekt skall rod, svart och gron (nollan) komma upp i proportionerna
18:18:1. Testresultatet gav rod: 3751, svart: 4018, gron: 231. Avgor med felrisken 1% om rouletten
ar korrekt. Det maste klart framga av svaret vad slutsatsen &r. (10 p)

Uppgift 16

a) Téthetsfunktionen for y?(1)-fordelningen ges av

1 1
t)=——-—e*  t>0.
ft) NNV >
Visa att om X € N(0,1) sa giller att Y = X? € x?(1). (3 p)
b) For att bestimma arean 6 av en kvadrat gér man observationer xi, ..., z, av stokastiska vari-
abler X; 1 =1,...,n,dar X; € N(\/@, o), o ar kind och X;ma antas oberoende. MK-skattningen
av 0 baserat pa observationerna zi,...,x, ges av

1 & ’
=7t = _E s
obs n 4 ?
=1

Visa att om man tar fram ett dubbelsidigt konfidensintervall med konfidensgrad 1 — o for v/0

utgaende fran fordelningen for
_ 2
X-V0
o/v/n

sa kommer man att fa fram samma intervall som néar man utgar fran fordelningen for
X-V
o/vn

For att full podng skall utdelas maste l6sningen vara vél motiverad, speciellt maste sambandet
mellan de tva fordelningarnas kvantiler klart framga. (7p)

Ledning: Precis som vid y2-test maste man titta pa variabeln och tinka efter vad som kan anses
som bekymmersamma utfall.

Lycka till!
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Del I

Uppgift 1

Vi ska berékna P (A| B) = P(ANB) /P (B).
Med hjilp av ett Venn-diagram &r det latt att se att

AUB=(ANB" )UANB)U(A*"NB),
samt att de tre snitten dr disjunkta. Enligt Kolmogorovs tredje axiom har vi darfor
P(AUB)=P(ANB")+P(ANB)+ P(A*"NDB)

eller
P(ANB)=P(AUB)—P(ANB*")—P(A*'NB)=08-02-04=0.2

Aterigen med samma metod ser vi att
B=(ANnB)U(A*"NB),
och de &r disjunkta. Sa
P(B)=P(ANB)+P(A"NB)=02+04=0.6

Darmed blir P(ANB) 09 )
N .
P(AlB)=——ZX = — =—=0.
(A] B) P (B) 06 3 0333

Uppgift 2
2 1 117 1
—-X - | — |, _ — _ 2 _
E(e )—/0 e de { 5€ L_O 5 e 0.432
Uppgift 3
3\ (4) (5 4
P (tva gravade laxar) = ) () (o) = () 13 — =0.0909
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Uppgift 4
Da X € Po(3) och oberoende av Y € Po(4), uttalar additionsegenskapen att X +Y € Po (7).
Dérmed blir

2

7
P(X+Y=2)= 56—7 = 0.0223

Uppgift 5
Om vi anvéinder sats 6.5 i Blom et al har vi att 2Y — X € N (6,5).

P(Z>4) = 1-P(Z<4)

ot
(@)

= 1—®(—0.40)
= &(0.40) = 0.655

Uppgift 6

Notationen X € Exp (5) betyder att £ (X) = £ och Var (X) = z. Vikan éven skriva beriikningsformeln

for variansen Var (X) = E (X?) — (E (X))? som

1 1\’ 2
E(X?) = Var (X) + (B (X)) = = (g) = 5z = 0.08
Uppgift 7

Notationen X; € Exp ()\) betyder att titheten for X; dr fy, (z) = Ae . Diirmed blir likelihood-
funktionen
L(X) = Ae Mie A = N2 Almte)

Da blir log-likelihoodfunktionen
h’lL()\) =2In )\ — )\(Qfl +.CL'2) .
Om vi maximerar In L (A\) m a p A har vi

InL(A) 2 B 2
\ —X (x1+x2)_0®/\_1‘1—}—1‘2_

Da 7 =5 dr ML-skattningen 1/5=0.2

SN

Uppgift 8
Alternativ A ar ratt. Se boken.

Uppgift 9

Den undre grénsen i ett konfidensintervall for o ges av

_ f
o= Xi/z (f)

s f=n-—1
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Da n = 20 och a = 0.01, blir f = 19 och xZ g5 (19) = 38.6. Eftersom s = 0.43 blir den undre

gransen
f /[ 19
! Xi/z (f) 38.6
Uppgift 10
s = Q1+ @ _ = D)si+(ng —1)sy _ \/3 MBOC 3 BT
(ng — 1)+ (ny — 1) (n1 —1)+(ng —1) 3+3

/1 1
Py — Tyt
Ty — T2 /2(f)5 _Th +_n2

= 1007.25 —817.75 —tg.025(n1 +no —2) - 114.147- /3 + 1 = 189.5-2.45.114.147- /3 + 1 = —8.25

Uppgift 11

(]2 Z2 1_“3_2> 4 4
”( ”)+"< re) _Jae 0= sm) | as (L= am) g 01705352 — 0.0180
500 600 ' '

Uppgift 12

1
P(X >8)=1— P (X <7) = [Tabellvarde dir p = 51 =1-—0.9453 = 0.0547
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Del 11

Uppgift 13
a) Lat T=systemets livslingd. Da géller att 7' = min{7}, 75} och
Fr(t) = P(T <t)=Pmin{T}, T2} <t)=1— P(min{T}, T2} > t)
= 1—P(Ty > t, Ty, > t) = {oberoende} = 1 — P(T} > t)P(T, > t)
= 1-[1-P(Th <t)][1—-P(T> <t)]
= 1-[1-(1—-e)][1=(1—e"®]
_ | _ o H/541/8) _q _ ,—t13/40

Antingen kdnner man redan nu igen férdelningfunktionen fér en exponentialférdelning med para-
meter A = 13/40 eller ocksa deriverar man for att fa

d d 13
_ —F 1 _ p—t18/40y _ —1-13/40
frlt) = SFrlt) = S0 —e190) = 22
Kéanner man nu igen tathetsfunktlonen for en exponentialfordelningen med parameter A\ = 13/40

far man mha formelsamlingen att systemets forviantade livslangd ar E(T') = 40/13 ~ 3.0769
(annars kan den berdknas genom att man loser integralen

B(T) = /_ T fa()dt).

b) Infor foljande héndelser

JA = handelsen att man svarar ja pa en fraga
Nonsens = héndelsen att man far svara pa en nonsensfraga
Kanslig = héndelsen att man far svara pa en kénslig fraga

Vi vet da att .
P(JA) =04, P(Nonsens)= 3’ P(Kanslig) = =

samt att P(JA|Nonsens) = 1/2. Vidare ger lagen om total sannolikhet att
P(JA) = P(JA|Nonsens)P(Nonsens) + P(JA|Kanslig) P(Kanslig)
Eftersokt ar p = P(JA|Kanslig) och med insatta virden fas

11 2
04=-=
2 3+ 3
varfor p=0.35.
Uppgift 14

Lat X,=antal lussebullar elev j &ter pa morgonen och Y;=antal lussebullar elev j dter pa efter-
middagen. Vi far
= 0-014+1-0.74+2-02=1.1

)
) = 02.01+12.0.7+22.02=15
V(X;) = B(X2)— [E(X)?=15-1.12=0.29
(X;) = 029
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och da X och Y; ér likaférdelade har de samma véntevirde och varians.

Lat vidare Z; = X;+Y;. Da géller att E(Z;) = E(X;)+E(Y;) =1.14+1.1 =22for j=1,2,--- 55,
Vifar V(Z;) = V(X;+Y;) = V(X;)+V(Y;)+2C(X,,Y;) = 0.29+0.29+2p(X;,Y;) D(X;)D(Y;) =
0.294+0.294+2-(=7/29) - v/0.29 - /0.29 = 0.44

Totala antalet lussebullar som &ts blir S = Z; 4+ Zs+- - -+ Z55 som ar approximativt normalférdelad
enligt Centrala gransvérdessatsen ty Z1, - - - , Zs5 ér oberoende och likaférdelade och ganska manga.
S &r approximativt N (55 - 2.2,+/55 - 0.44) och for att lussebullarna skall racka med sannolikhet

95% maste vi ha, med x= antal lussebullar som bakas, att

P(S <) =095

S—121  x»—121
P < = 0.95
( V242 V242 )

r—121
24.2

eller

Vi ser nu att

= A5 = 1.6449

dvs man bor baka
=121+ 1.6449v24.2 ~ 130 bullar.

Héar har vi avrundat uppat till hela bullar for att vara sikra pa att det skall réicka till.

Uppgift 15

Vi gor ett x2-test av Hy : "Rouletten ér korrekt”. Vi har
8000 P(rod) = 8000-18/37 ~ 3891.89, 8000 - P(svart) ~ 3891.89 och 8000 P(gron) = 8000/37 =
216.22. Villkoret np; > 5 &r alltsa uppfyllt med rage. Testvariabeln ar alltsa

(3751 — 3891.89)2 (4018 — 3891.89)> n (231 — 216.22)?
3891.89 3891.89 216.22
Vi testar en given fordelning, sa detta dr en observation av en y2-férdelad variabel med 3-1=2

frihetsgrader. Eftersom @ > x2(2) = 9.21 forkastar vi Hy med felrisken 1%, dvs. vi drar slutsatsen
att rouletten ar felaktig.

Q= ~ 10.20

Uppgift 16

a) Vi har att fordelningsfunktionen for Y ges av
Fely) = P(Y <y)=P(X* <y) = P(—\/j < X < y7)
= {kontinuerlig férdelning} = P(—/y < X < /y)
— P(X < ) P(X < — ) = Fx(y/5) - Fx(~@)

Hér kréavs uppenbarligen att y > 0.
Genom att derivara far vi tathetsfunktionen for Y som

Frl) = 5 Fl) = 5 [Fx(VE) — Fx(~V)
11 11
- W)y = v (<5 )
= eV + 5oV
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for y > 0. Ur formelsamlingen hdmtar man att tathetsfunktionen for en standard normalférdelning
ges av

1 2
. —z%/2
x) = e
o(r) = 7=
Insatt i uttrycket for fy(y) ger detta att
) =i L mvre VLY e o L

2/y\2r 2\/y\/2m \/27‘(‘\/_

for y > 0, vilket 6verensstimmer med det givna uttrycket for tdthetsfunktionen for en x?(1)-
fordelning.
b) Det géller att

X -0

o/v/n

Det dubbelsidiga konfidensintervallet for v/6 med konfidensgrad 1—a man far baserat pa fordelningen
for ovanstaende variabel dr det vanliga

I[y= (@—AQ/Q\;'_ x+Aa/QJ_) (1)

(for en hérledning se laroboken avsnitt 12.3 a)).
Det géller (se del a) av denna uppgift) att

(X — \@) € x*(1)

€ N(0,1)

a/v/n

Vi far darfor att

eller

P X‘ﬂ> <2 =1-a
P( a/f

ag/v/n
X2 (1)) =1-a.
Vi kan ta bort beloppstecknet och far da

P (— X2(1) < X(;/\/[ (1)) =1—-a.

Detta kan omformas till (se till att fa v/# ensamt i mitten)
- o - o
PlX - 2(1)—=< Vo< X 21— ) =1—-nq.
(X~ VD% < Vi< X+ VD7) =1-a

Ett dubbelsidigt konfidensintervall for v/0 med konfidensgrad 1 — a ges alltsa av

L= (- VED 7+ VD)
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Genom att jamfora med intervallet i (1) ser vi att \/x2(1) = Aa/2, vilket man ocksa inser eftersom
det, med beteckningar fran deluppgift a), géller att

P(Y <x2(1))=1-a,
vilket ar detsamma som
eller
P(=VAE) < X < VA2) = 1-a.
Da X € N(0,1) géller ocksa att

och vi maste ha att /x2(1) = A /2.



