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TENTAMEN I SF1910 TILLAMPAD STATISTIK,
ONSDAGEN DEN 17:E APRIL 2019 KL 8.00-13.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren pa uppgifterna
i Del I (dvs uppgifterna 1-12) skall anges pa den bifogade svarsblanketten!

Studenter som ar godkénda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3, utan far till-
godordkna sig dessa tre uppgifter. Grinsen for godként ar preliminédrt 9 podng. Mojlighet att
komplettera ges for tentander med, preliminért, 8 podng. Tid och plats fér komplettering kommer
att anges pa kursens hemsida.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II rittas bara for
studenter som ar godkéinda pa del I och podng pa del II kravs for hogre betyg dn E. Pa denna
del skall resonemang och utrdkningar skall vara sa utfoérliga och vil motiverade att de ar ldtta att
folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall anges med minst
tva véardesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa datorlaborationen far 4 bonuspoéng
pa del II pa ordinarie tentamenstillfiallet och det forsta omtentamenstillféllet.

Tentamen kommer att vara rattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del 1

Uppgift 1

Fér hindelserna A och B giller att P(A) = 3, P(B) = 5 och B C A. Beriikna P(B N A*).
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Uppgift 2

En stokastisk variabel X har fordelningsfunktionen

0, r<-—1
Fx(z) = x;Ll, l<z<1
1, r>1
Berdkna D (X).
A: 0.208
B: 0.577
C: 0.333
D: 0.828
Uppgift 3

Ur en lada julpynt med tre guldfirgade och fyra roda julgranskulor dras tva kulor utan aterliggning.
Bestdam sannolikheten att man far en kula av varje férg.

A: 0.286
B: 0.375
C: 0.444
D: 0.571

Uppgift 4

Lat X och Y vara tva stokastiska variabler sadana att X € Bin (10, %) och Y € Bin (5, %)
Dessutom &ér X och Y oberoende. Beridkna P (X +Y = 3).

Uppgift 5

Tiden mellan tva kunder dr exponentialférdelad med vantevirde tva minuter. Hur stor dr sanno-
likheten att det dréjer mer 4n en minut mellan tva kunder?

A: 0.632
B: 0.607
C: 0.393
D: 0.368
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Uppgift 6
Lat X och Y vara tva stokastiska variabler sadana att V(X) =9, V(Y) = 4 och p(X,Y) = 1.
Berékna C(3X —Y,Y).

Uppgift 7

Antag att X, Xs,... X5 dr oberoende stokastiska variabler sadana att X; € N (u,0). Tva skatt-
ningar av u har foreslagits; 0%, . = x1 och Oy, = % 2?21 x;. Vilket av nedanstaende pastaenden &r
sant?

*
obs

A: 0%, ar den effektivaste skattningen av .

~

B: 6,5 ar den effektivaste skattningen av p.
C: Bégge skattningarna ér lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som é&r effektivast, eftersom minst en av dem
inte dr vintevardesriktig.

Uppgift 8

Tidsomstéllningen mellan sommar och vintertid kommer att avskaffas ar 2021. EU:s medlemslénder
skall sjdlva bestdmma om man vill ha permanent sommartid eller vintertid. Antag att en preli-
minér undersokning av vad man tycker i Sverige har gjorts och att av n = 1000 tillfragade svarade
x = 636 att de vill ha permanent sommartid. Man skattar dérfor andelen i Sverige som vill ha
sommartid, p, med pf,. = 636/1000. Vilken foérdelning har stickprovsvaribeln p*?

A: Bin (1,p)

1
B: Bin <—,p>
n

1 —
C: Approximativt N | p, u)
n

D: Approximativt N (p, B)
n
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Uppgift 9

For att jamfora tillforlitligheten hos avgasreningen pa nya bilar av tre olika fabrikat tog en mo-
tortidning slumpmaéssigt ut 100 bilar av vardera sorten och utsatte dessa for ett grundligt test.
Resultat:

Fabrikat | Antalet felfria | Antal med fel
Vozda 81 19
Maab 85 15
Salvo 74 26

For att testa nollhypotesen Hj : Bilmérkena skiljer sig ej at betriaffande avgasreningen, berdknar
man teststorheten @) och far @) = 3.875. Vilken slutsats kan man dra da man fatt denna teststorhet?

A: Hj kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%.
B: H, kan bade forkastas pa risknivan 1% och risknivan 5%.

C: Hj kan forkastas pa risknivan 1% , men inte pa risknivan 5%.
D

. Hy kan forkastas pa risknivan 5% , men inte pa risknivan 1%.

Uppgift 10

Vi har sex oberoende observationer 64, 70, 78, 84, 100 och 102 fran en N (u, o)-fordelning déar det
ar kint att o = 15. Berdkna ett 95%-igt tvasidigt konfidensintervall for p.

A: (67.3,98.7)
B: (70.6,95.4)
C: (71.0,95.0)
D: (73.9,92.1)
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Uppgift 11

Vi har tva stickprov fran tva populationer. Varje stickprov uppfattas som observationer pa N (u;, 0;),
t = 1,2 dar vi antar att o0y = 09 = o, samt att de bégge stickproven &r oberoende av varandra.
For de tva stickproven har foljande sammanfattande matt berdknats:

fran stickprov 1

fran stickprov 2
ng=5 Tp=270 s5=285

Berikna Ovre gransen av ett 95%-igt tvasidigt konfidensintervall for ps — juy.
A: 9.67
B: 7.44
C: 6.69
D: 7.35

Uppgift 12

En psykolog hade gjort ett test pa sexton personer. Resultaten av testet uppfattas som obser-
vationer z; pa N(u,10)-férdelningen. Psykologen 6nskar testa nollhypotesen Hy : g = 110 mot
Hy : p > 110. Stickprovsmedelvardet berdknat pa de sexton observationerna blev z = 113.5.
Hjalp forskaren med hypotesprovningen genom att berdkna testets P-vérde.

A: 0.081
B: 0.363
C: 0.637

D: 0.919
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Del 11

Uppgift 13

a) For en stokastisk variabel X géller att

1 omzxz<l,

P(X>$):{ 1/2* om x> 1.

Detta innebér att X &r Paretofordelad, vilket &r ett rimligt antagande i olika ekonomiska tillamp-
ningar.

Berdkna E(X). (3 p)

b) Nollor och ettor sénds i en brusig miljo. Sannolikheten att en nolla respektive etta sénds ar 0.4
respektive 0.6. Den mottagna signalen kan uppfattas som en stokastisk variabel X som &r N(0, 1)
respektive N(1,1) om noll respektive ett sdnds. Mottagaren anvénder regeln: om X < 0.20 anses
en nolla ha sénts, annars har en etta sénts.

Berédkna sannolikheten att en mottagen nolla har sénts som en nolla. (7 p)

Uppgift 14

For att undersoka om tva olika metoder A och B att klorera avloppsvatten ger olika resultat
gjorde man pa foljande sétt. Under 8 olika dagar tog man prov pa avloppsvattnet. Varje dags prov
delades upp pa tva behallare. Kloreringsmetod A anvindes sedan pa en slumpvis vald behallare
av de tva. Metod B anvindes pa den andra. Man métte déarefter logaritmen av densiteten per ml
av de koliforma bakterierna och fick féljande vérden:

Dag 1 2 3 4 ) 6 7 8
A 28 31 34 3.0 27 29 35 26
B 32 31 29 35 24 3.0 32 28

Ange en lamplig statistisk modell baserad pa normalférdelningen som beskriver data och undersok
med hjilp av denna om det finns nagon systematisk skillnad mellan metoderna. Anvand 5%
signifikansniva. Ange tydligt de uppstéllda hypoteserna och motivera tydligt vilken slutsats du
drar. (10 p)

Uppgift 15

En viss hindelse intriffar med intensitet A (h™'). Fér att skatta A observerar man under tre olika
tidsperioder antalet ganger handelsen intréffar.

Observationstid ¢; (h) | 6 8 5
Antal handelser z; ‘ 66 72 46

Antalet hindelser x; som intréffar i ett visst tidsintervall av langden ¢; (enhet: timmar) kan anses
vara Po(\t;). Antalet hindelser i skilda tidsintervall kan anses oberoende.

a) Bestdm Maximum-likelihood-skattningen av \. (5 p)

b) Bestdm Minsta-kvadrat-skattningen av . (5 p)
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Uppgift 16

En stokastisk variabel Y ségs vara lognormalférdelad om dess logaritm &r normalfordelad, dvs
den kan skrivas pa formen Y = X, dir X € N(u,0). For att forenkla infér vi kodbeteckningen
Y € Lognormal(u, o).

a) Bestam téthetsfunktionen for Y € Lognormal(u, o). (3 p)
b) Berikna véntevirdet for Y € Lognormal(pu, o). (4 p)

Ledning: For att berdkna en integral av typen

/ e () da

o0

diar X € N(p, o) kan man kvadratkomplettera exponenten.

c¢) Lat U och V vara tva oberoende lognormalférdelade stokastiska variabler. Visa att Z =U -V
ocksa &r lognormalférdelad och ange dess parametrar. (3 p)
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Uppgift 1

P(BNA*)=P(B)P(A*| B)= P(B)(1 - P(A| B)) = P(B) (1—P§nggf>)zp(3)—P(AmB),
menda BC Adir ANB=B,saP(BNA*)=P(B)—P(B)=

Uppgift 2

Vi deriverar Fx (z) for att fa tétheten. fx (z) = F§ (z) = 5,da -1 <z < 1.

1
2

E(X):/_llex(x)dx:/_llgdx: [“%2]1_1:1;— (_4”2 — 0

i1~ [ = [ 2] -5 -G

Eftersom )
Var (X) = E (X?) = (B (X))" = B (X*) = 1
Alltsa blir D (X) = 2= = 0.577
1 1 1 1\ 3+1 —3+1 1
Pl-c<X<-)=Fy(z)-Fx(-2)=2-—-—2""__
<2< <2) X(Q) X( 2> 2 2 2
Uppgift 3
3\ (4
-4 4
P (en av varje fiarg) = (1)7(1) = 377 =-=0.571
(2) 2
Uppgift 4

Da X och Y é&r oberoende och X € bin (10, %) samt Y € bin (5 ( , 5) uttalar additionsegenskapen
att X +Y € bin (15, %) Déarmed blir

pecer oo () (O () e (2) (2) - oas

Uppgift 5

Sitt X = <tiden mellan tva kunder » med téthetsfunktionen fx(z) = e for z > 0 s att
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o 1 . 200
P(X>1)= / fx(x)dx :/ 56_5d$ =[] = e 2 = 0.607
1 1

Uppgift 6

Korrelationen definieras som
Cov(X,Y)

N /Var(X)Var(Y)

p(X,Y)

Om vi léser ut Cov(X,Y') har vi

Cov(X,Y) = p(X,Y)y/Var(X)Var(Y) = % -3-2=3

Cov(3X — YY) =3Cov(X,Y) — Cov(Y,Y) =3Cov(X,Y) —Var(Y)=3x3—-4=5

Uppgift 7
Det giller att
E[szs] = E[Xl]zﬂ
1< 1< 1
E[e] = BN X, | =S E[X] = 250 =
V(0 = V(X)) =0

2

5 5
A 1 1 1, o
% (90b5> =V (5 ;:1 Xi) = {oberoende} = 5 ;:1 V(X;) = §50 =5

*

os) Ar Oops dr effek-

Saledes ar bigge skattningarna vintevardesriktiga och eftersom V(éobs) < V(b
tivast.

Uppgift 8

Eftersom Sveriges befolkning dr stor i férhallande till stickprovsstorleken n=1000 kan =636 ses
som en observation av X € Bin(n,p). Da np’, (1 — p’,,) =~ 232 >> 10 kan normalapproximation
av X goras och ddrmed blir d&ven p* = X/n approximativt normalférdelad med parametrar

p[5] - Lo - tw-»
v(3) = v = u-p =Y
D <{> _ V<§) _ /(1 —p)

Uppgift 9

Om Hj ér sann sa dr 3.875 ett utfall av en approximativt x?((3 — 1)(2 — 1))-fordelad stokastisk
variabel. Eftersom x3 s(2) = 5.99 > 3.875 sa kan H, inte forkastas pa nivan 5% och dédrmed inte
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heller pa nivan 1%. Data ger alltsa inte beldgg for att bilmérkena skiljer sig at i det undersokta
avseendet. Detta innebér inte att man visat att bilmérkena ar likvérdiga.

Uppgift 10

Eftersom T = 83.0 och o = 15, samt n = 6 blir intervallet

15
I, = <Ei Aaj2 %) = [ 83.0 £ Ao.o2s v (71.0,95.0)
1.96

Uppgift 11

Eftersom n; = 5 och s? = 5.3, samt ny = 5 och s3 = 8.5, sa har vi

2 Q1+ Qs _(n1—1)3§+(n2—1)s§_4-5.3+4-8.5_69
T —D+me—1) (m—1)+my—1  4a+4

M.h.a §12.2 och §11.2d i Formelsamlingen fas sedan 6vre grénsen till

/1 1
I;m_m =To—T1+ S n—+n—t%(n1+ng—2) =36++v6.9-04-231="7.44
1 2

Uppgift 12

P(X >1135) = 1-P (X <113.5)

X —100 113.5—100

10 - 10
V16 V16
= 1—®(1.40)
= 1-0.9192
= 0.0808
Uppgift 13
a) Vi har
0 omz <1,
Fx(w) = { 1—2* omax>1.

vilket innebéar att

0 omax<l1,
om zx > 1.

& 4 4 11 4
E(X)= T —dr = —dr=4|—| =-
1 x® .t 33|, 3

Detta ger
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b) Infor Sy = “nolla séinds”, S; = “etta sdnds”, My = “nolla mottages”. Med Bayes formel erhalls
den sokta sannolikheten:

P(S0) P(Mo|So)
(50) P(Mo|So) + P(S1)P(Mo|S1)

P(SolMy) =

B 0.4P(X < 0.2 givet att X € N(0,1))

~ 0.4P(X < 0.2 givet att X € N(0,1)) + 0.6P(X < 0.2 givet att X € N(1,1))
B 1
1+ 1.50(-0.8)/®(0.2)

= 0.65.

Uppgift 14

Uppgiften handlar om jamforelse av vinteviarden med stickprov i par.
Hypoteserna bor formuleras som Hy : A = 0 mot H; : A # 0. Om det existerar en systematisk
skillnad som vi fangar med parametern A, sa kan A i medeltal vara positiv eller negativ.
Vi bildar differenser z; = y; — x;. Vi betraktar z;, i = 1,...,12, som utfall av oberoende N(A o)-
fordelade stokastiska variabler. A skattas med Z = 0.0125 (se nedan) som &r ett utfall av en
N(A, o/y/n)-fordelad stokastisk variabel Z.
Testvariabel &ar o

Z —A
- S/vn
som &r t-fordelad med (n — 1) frihetsgrader, om Hj &r sann.
Antalet frihetsgrader &r f = n — 1 = 7. Testet ar tvasidigt. Da signifikansnivan &r a = 0.05,
blir grénsen for det kritiska omradet to/2 (n — 1) = f.025 (7) = 2.36. Alltsa, forkastar vi Hy om
lu| > 2.36.
Vi berdknar z och s fran data:

u

Dag 1 2 3 4 5 6 7 8
A (z;) 28 31 34 30 27 29 35 26
B (y;) 32 31 29 35 24 30 32 28
=y —x; 04 00 -05 05 -03 01 -03 02
22 0.16 0.0 0.25 0.25 0.09 0.01 0.09 0.04

7

Summan av differenserna blir Y7 | z; = 0.1. Da blir z = + > | 2z, = £ 0.1 = 0.0125. Vidare blir
St 22 =0.89 och dérmed har vi att

1=1""1

2
1 1 [ 1 1
2 _ 2 _ ~ . I — 2012 =
§=-— 5 a- (E zz> - {0.89 3 0.1} 0.126964

i=1 =1

Alltsa blir s = 0.3563.
Darmed blir testvariabeln

s/v/n

Slutsatsen ar att Hy inte forkastas pa 5% signifikansniva.

Ju| = =0.10 < 2.36

B ' 0.0125
0.3563/v/8
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Uppgift 15

a) Det géller att x1, xo, x3 r observationer av oberoende Po-fordelade stokastiska variabler X7, X5, X3
med sannolikhetsfunktion

()\ti)xi€7)\ti

px, (T3 A) = . i=1,2,3.

Likelihoodfunktionen ges av

3 3
tilﬂlt§2t§3 )\Zi:1 Iz‘e*)\ St

L(X) = px, (x1; N)px, (223 N)px, (35 A) =

Il!IQ!Ig!

ML-skattningen ges av det virde A}, som maximerar L()). Logaritmering ger

In L(\ A t; +In twlt?t“
n le_ Z T m1|$2|$3|>

Derivering m.a.p. A ger

dlnL()\) > 1xz
dA Zt

3
Denna derivata satt = 0 ger ML-skattningen \},; = 2 1?
=1

Med de erhallna vardena insatta sa

66+72+46 __ 184 —
6+8+5 = 9.684

b) Det géller att x1, x5, x3 ir observationer av oberoende Po-fordelade stokastiska variabler X7, Xs, X3
med véntevirden

fas Ny =

Vi far darfor att

MK-skattningen ges av det virde A}, som minimerar Q(\).
Derivering m.a.p. A ger
=2 Zt — )

_ Zz 1 tii

Denna derivata satt = 0 ger MK-skattningen A}, = iz - Med de erhallna vérdena insatta sa
i=1"4
x 6-66+8-7245-46 __ 1202
fas ANy = Frersr - = 1 — 2616

Uppgift 16
a) Vi har att fordelningsfunktionen for Y ges av

Fy(y) = P(Y <y) = P(e* <y)=P(X <Ilny) = Fx(Iny).

Hér krévs uppenbarligen att y > 0.
Genom att derivera far vi tathetsfunktionen for Y som

d d

fy(y) = - P () = - Px(tny) = fx(lng) ;
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for y > 0. Ur formelsamlingen hdmtar man att tathetsfunktionen fér en normalférdelning ges av

1 (z—p)?
fx(x) = e

2m -0

$

Insatt i uttrycket for fy(y) ger detta att

1 1 _(ny—p?
= — e 202
YvV22m-o
for y > 0, vilket &r tathetsfunktionen Y € Lognormal(u, o).
b) Lat Y € Lognormal(u, o), dvs Y = eX dir X € N(u, o). Da giller att

fr ()

o 1 z—p)?
E[Y]:E[eX]:/ ex\/%ae(zoz) dz

Kvadratkomplettering av exponenten ger nu

a? = 2ux + p? 20°x — x4+ 2ux —

T

202 202
P4 2ut ot — it 2?4+ 2(u+0%)r — (u+0?)? 4 2u0° + 0!
B 202 B 202 B
v — (14 o2)? o2
N e 17 2 I utr T
20 2

Saledes géller att

o0 1 2\12 oo 2\12
2 [e—(uto?)] 2 1 _[z—(uto?)] 2
ElY] = / 2Ty = et /2/ 202 dg = etto/?
—0o0

e
o V2o V2t - o

eftersom integralen ir 6ver tithetsfunktionen for N (u+o?, 0%). Vintevirdet for Y € Lognormal(u, o)
ir alltsa erto”/2,

¢) Vi vet att vi kan skriva U och V' som
U=e~, och V=¢",

diar X € N(p1,01) och Y € N(ps,02) och X och Y &r oberoende. Saledes har vi att
Z2=U-V=eX.¢e" =&Y

och da linjarkombinationer av oberoende normalfordelade stokastiska variabler dr normalférdelade
ar normalfordelade géller att X 4+ Y &r normalfordelad med paramtrar

EX+Y] = EX]+E[Y] =+ i
V(X +Y) = {oberoende} =V(X)+V(Y) =0} +0;

DX+Y) = JV(X+Y)=4/o?+ 02

dvs Z € Lognormal(uy + pz, /03 + 03).



