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TENTAMEN I SF1910/SF1925 TILLAMPAD STATISTIK
TISDAG 10 JANUARI 2023 KL 8.00-13.00.

Examinator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649.

Tillatna hjalpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt virde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten. Studenter som &r godkénda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3, utan
far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r
godkéanda pa datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta giiller pa ordinarietentan i januari 2023 och
vid omtentamen i april 2023. Gransen for godként dr 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for
tentander med 8 poéng.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéang. Del II rittas bara for
studenter som &r godkénda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrékningar skall vara sa utférliga och vél motiverade
att de ar lidtta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall
anges med minst tva virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkédnda pa datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II pa ordinarie tentamenstillfillet och vid omtentamen i april 2023.

Tentamen kommer att vara rittad inom tre arbetsveckor(15 arbetsdagar) fran skrivningstillfallet
och kommer att finnas tillgdnglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Del 1

Uppgift 1

Antag att AUB = Q samt AN B = medan P(ANC)=0.2,P(BNC*) =0.40ch P(A)=0.3.
Beréikna P (C).

A: 0.6
B: 0.8
C: 0.2
D: 0.5
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Uppgift 2

Den stokastiska variabeln Y har fordelningsfunktionen

15—4y2/5(%—%) om O0<y<l,
Fe(y) =4 0 om V=0
1 om y> 1.

Bestdm vintevirdet E(Y).
A: 2/5
B: 1/5
C: 1/6
D: 1/7

Uppgift 3

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y") har sannolikhetsfunktionen:

pxy(r,y) |y=0|y=1|y=2
z =0 01 | 02 | 03
r=1 03 | 0.1 0

Bestdm korrelationskoefficienten p(X,Y).

A: —0.64
B: —0.32
C: —0.01
D: 0.32

Uppgift 4

Antag att en pase lordagsgodis innehaller sju rattor, fyra geléhallon och fem centerpraliner. Om
vi plockar ut 4 godisbitar pa mafa, vad ar sannolikheten att vi far tva sega rattor, ett geléhallon
och en centerpralin?

A: 0.179
B: 0.091
C: 0.019
D: 0.231
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Uppgift 5

Antag att X och Y &dr oberoende stokastiska variabler med fordelning Bin(4,0.3) respektive
Bin(5,0.3). Berdkna sannolikheten P (X +Y > 2).

A: 0.804
B: 0.896
C: 0.777
D: 0.537

Uppgift 6

Nér man analyserar loner (och inkomster i allménhet) &r en rimlig modell att dessa &r log-
normalfordelade, dvs. att deras logaritm &r normalférdelat. I Sverige 2021 ger detta att om
manadslonen ges av X har In(X) fordelningen N(10.41,0.3650). Bestdm, enligt denna modell,
den minsta manadslonen bland de 1% bist betalda arbetstagarna.

A: 102531 kr
B: 77583 kr
C: 84980 kr
D: 47810 kr

Uppgift 7

Antag att X och Y #r oberoende och férdelade enligt N(6,v/2) respektive N(26,1). Vi har da tva
punktskattingar

9*

X +8Y ~ 2X+4+Y
— och 0=
17 4
Vilket av foljande pastaenden stammer?

A: 0" dr vintevardesriktig, men 9 ir inte vantevardesriktig.
B: 6* ar inte véantevérdesriktig, men 0 ir vantevirdesriktig.
C: 6* och 0 ar vantevirdesriktiga; 0* ar effektivare an 9.

D: 60* och 0 #r vantevardesriktiga; 0 ir effektivare &n 0*.
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Uppgift 8

Xy, Xo, X3 och X, &r oberoende stokastiska variabler. X7, Xo, X3, X4 € Exp()), dvs E(X;) = 1/A.
Vi har fatt utfallen z; = 7.3, x5 = 5.7, 3 = 11.2 och x4 = 3.8. Bestdm MK-skattningen av .

A: 1/28
B: 1/4
C: 7

D: 1/7

Uppgift 9

Antalet restaurangbestkare hos en viss restaurang riknades under en vecka:

Dag |M Ti O To F
Besckare | 53 32 36 36 38

Antag att antalet besckare per dag ér poissonfordelat med parameter 6 och att varje dag utgér en
oberoende observation av denna stokastiska variabel. Bestam den 6vre gridnsen for ett tvasidigt
95% approximativt konfidensintervall for 6.

A: 455
B: 44.5
C: 51.2
D: 39.0

Uppgift 10

Lat X vara fordelad enligt Exp(f) och Hy : 6 = 1 samt H; : § = 5. Vi har ett test som forkastar
nollhypotesen om X < 0.05. Bestdm testets styrka.

A: 0.779
B: 0.221
C: 0.951

D: 0.049
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Uppgift 11

Antag att tva oberoende stickprov, 1, ..., x,, och y1,...,yn, ar givna och att man ténker anvénda
foljande formel for att berdkna ett konfidensintervall for skillnaden mellan véntevirdena:

o /1 1
Ly = (y — T+ toc/2(n1 +ny —2)s n_1 + n_2>

§= \/Z?:ll(xl — 2+ — 9)?

dar

n1+n2—2

Antag att stickproven kommer fran X;, i = 1,...,n, respektive Y;, : = 1,...,ny. Vad skall gilla
for dessa variabler for att konfidensgraden for det givna intervallet skall vara 1 — «?

A: X, € N(puy1,01) och Y; € N(ug,09), dir o1 och o9 ér kénda.
B: X; € N(u1,01) och Y; € N(ug, 09), dér 09 = 09 = o och o &r okénd.
C: X; € N(u1,01) och Y; € N(pg, 09), dir o1 och oy bada ar okénda och olika.

D: X; och Y; kan ha godtycklig fordelning sa lange n; < 20 och ny < 20.

Uppgift 12

Foljande atmosfariska koncentrationer av koldioxid uppméittes vid Mauna Loa-observatoriet i
Hawaii, USA:

Ar ‘2017 2018 2019 2020 2021 2022
Koncentration (ppm)‘406.0 407.8 410.7 413.2 415.1 417.8

Om vi later z-axeln representera antalet ar sedan 2000 och y-axeln representera koncentration kan
datan sammanfattas enligt

zn: z; = 117, iz? = 2299, zn: y; = 2470.6, zn: y? = 1017410.42
=1 1=1 =1 =1
samt

i 2y = 48218.4.

i=1
Ta fram en prognos for koncentrationen ar 2030 med hjilp av en enkel linjir regressionsmodell.

435.2 ppm
436.8 ppm

434.8 ppm

S Q v =

436.5 ppm
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Del 11

Uppgift 13

Sannolikheten ar 0.9984 att traffa minst en gang nér man skjuter fyra ganger. Antag att varje
skott &r oberoende av de andra. Berékna sannolikheten att man tréiffar vid ett enskilt skott. (10 p)

Uppgift 14

For vissa tillimpningar (sasom komplicerade aposterioriférdelningar inom bayesiansk inferens)
erhalls tathetsfunktioner vars vantevirden kan vara svara att berdkna for hand da integralerna
inte har nagon analytisk 16sning. Ett alternativ ar da att simulera oberoende utfall Xy, X, ..., X,
fran fordelningen och bilda det aritmetiska medelvardet

- |1

Enligt stora talens lag sa approximerar denna det sokta vantevéirdet p néir n gar mot odndligheten,
dvs. att for alla e > 0 har vi

lim P (| X —pl <e¢) =1

n—oo

Anta att vi borjar med att simulera 1000 utfall och far

10.144 och s% = 103.067.

T

Hur manga utfall maste vi simulera for att det aritmetiska medelvirdet X ska ligga hogst 0.1
fran véntevardet med sannolikhet 0.957 Motivera eventuella antaganden och approximationer
utforligt. (10 p)

Uppgift 15
Antag att vi har en stokastisk variabel X med téathetsfunktion

ar® ™t 0<x<l,
-]
0, annars,
for nagot a > 0.
(a) Visa att —In(X) dr exponentialfordelad och bestdm dess parameter. (4 p)

(b) Beridkna ML-skattningen for « givet ett stickprov X, Xo, ..., X,, fran denna férdelning. (6 p)
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Uppgift 16

For en viss métapparatur misstdnker man att méatfelen inte enbart &r slumpmaéssiga utan dven
systematiska. For att undersoka detta méter man 9 ganger en storhet vars virde man kédnner
exakt. Lat x1,xo,..., 9 beteckna métfelen vid dessa 9 métningar. Erfarenhetsméssigt kan man
anta att x1, T, ..., Te ar observationer fran en normalférdelning N (A, o), 0 = 0.4. Nu misstanker
man att A > 0 och inte A = 0. Darfor skall man testa Hy : A = 0 mot H; : A > 0 och véljer
mellan tva test. Det ena testet ar det vanliga baserat pa medelvirdet z, och beslutsregeln blir:
forkasta Hy om = > 0.179. Det andra testet dr baserat pa d, diar d ar antalet positiva x;-vérden,
och beslutsregeln blir: forkasta Hy om d > 7. Signifikansnivan ar approximativt 0.09 i bada.

(a) Berdkna styrkan i A = 0.34 f6r de bada testen. (8 p)

(b) Vilket av de tva testen bor man vilja? Motivera svaret. (2 p)

Lycka till!
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Del I, Svar

Del I, Losningsforslag;:

Uppgift 1
Eftersom AU B = Q och AN B = () har vi

P(C)=P(ANC)+P(BNC)

samt
P(B)=P(BNC)+P(BNC*),

vilket ger
P(BNC)=P(B)-P(BNC™).
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Komplementsatsen ger i sin tur P (B) = 1—P (B*) =1—P (A), sa om vi sitter ihop allting far vi
P(C)=P(ANC)+P(B)-P(BNCY)
=P(ANC)+1—-P(A)—-P(BNCY
=02+1-03-04=0..

Svaret ar alltsa D.

Uppgift 2
Tathetsfunktionen for Y ar:

g<y—3/5 _ y2/5) om 0<y<I,

fr(y) = Fy(y) = {25

0 om y <O0ellery>1.

Vi har:

12/5 |1

14 [t 14 [t 14 475y
E(Y) = = =3/5 _ 25\ :_/ 2/5 _ /5 :_(__ )
(¥) 25/0 y(y vy = o ; (" —y")dy = o 7/5  12/5

_14(1 1>_14 12-7 14
S5 \7 12

0

1
T 5 7-12  7-12 6
Svaret ar alltsa C.
Uppgift 3

Korrelationskoefficienten

 C(X)Y)  E(XY)-EX)E®Y)
PXY) = 53X DY) T D v

Vi har:
E(XY)=1-1-(0.1)=0.1,

E(X)=1-(0.3+0.1) =04,
E(Y)=1-(0.3)+2-(0.3) = 0.9,

V(X) = BE(X?) — (BE(X))* = 0.4 — (0.4)> = (0.4)(0.6) = 0.24,

= (0.3+4-(0.3)) = (0.9)* = 1.5 — 0.81 = 0.69.

=
=
I
=
S
|
El
=

Nu far vi: E(XY) - E(X)E(Y) _ 0.1 —(0.4)(0.9)

V(X)-V(Y) (0.24)(0.69)

= —0.6389.

Svaret ar alltsa A.

Uppgift 4

Vi har dragning utan aterlaggning ur en urna eftersom vi behaller de godisbitar som vi plockar ut.
Antal méjliga utfall &r m = ("7) = 16-15-14-13/-4-3-2-1 = 1820 da vi har 16 olika godisbitar
att vélja mellan och vill plocka ut 4 stycken.
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Eftersom det finns 7 sega rattor och vi vill plocka ut 2 stycken finns det (;) =7-6/2 =21 sitt
att gora detta pa. Pa samma séitt finns det (i‘) = 4 sétt att vilja ett geléhallon och (‘;’) = b sétt
att vilja en pralin. Enligt multiplikationsprincipen &r totala antalet gynnsamma utfall

g=21-4-5=420,

vilket ger sannolikheten

g 420
= =—=0.231.
m 1820
Svaret ar alltsa D.
Uppgift 5

Om Z = X +Y har vi att Z ar Bin(9, 0.3)-fordelad. Vidare har vi att

P(X+Y>2)=P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-P(Z=0)-P(Z=1)

9 9
=1—-(>)-03-07 (") 0307
(0) 0.3°-0.7 (1) 0.3'.0.7

~ (0.804.
Svaret ar alltsa A.

Uppgift 6
Vi har alltsa, eftersom In(z) ar strikt vixande,
P (X > a) = 0.01
P (In(X) > In(a)) = 0.01.

Eftersom In(X) &r N(10.41, 0.3650)-fordelad uppfylls denna ekvation av In(a) = 10.41+0.3650 g o1,
vilket ger
a = exp(10.41 + 0.3650A,01) = exp(10.41 + 0.3650 - 2.3263) ~ 77583

Svaret ar alltsa B.

Uppgift 7
Vintevirdena fas enligt
1 8 1 8
EO)=—FEX)+ =EY)=—0+—-20=10
) = FEQO+EX) =30+ 17
och 2 1 2 1
E(é):—EX CE(Y)=26+-.20—0,
T EX)+1EX) =10+
sa bada skattningarna &ér véntevérdesriktiga.
For varianserna far vi
1 82 1 64 2+64 66
V()= -—=V(X —V¥Y)=— 24+ —-1=—=—=0.228
(") 172 (X) + 172 (¥) 289 * 289 289 289
och 22 1 4 1 841 9
A +
—S VX)) V()= — 24— 1=~ = =(.5625.
V<9> 42V( )+42V( ) 16 +16 16 16 0-5625
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Alltsa har 6* ldgre varians jamfort med 0 och dr dirfor effektivare. Svaret ir C.

Uppgift 8
Vi sétter upp funktionen @ = Q(\):

Q=Q0) = Z (- E(X)) = Z (5-3)

Vi deriverar () map A, sitter sedan till 0 och l6ser ekvationen for A. Vi har:

S )0

. dér 16sningen ar

. 4 4
)\MK = 1 —
S 7T3+57+11.2+38

1
= 0.142857 = =.
7

Svaret ar alltsa D.

Uppgift 9

ML-skattningen 68* for 6 fas av det aritmetiska medelvardet

dér X, &r antalet besokare under dag ¢. Med de givna vérdena far vi skattningen 0%, = 39.
Da detta vérde &r tillrackligt hogt kan vi tillimpa normalapproximation for poissonfordelningen,
vilket ger att 0* har den approximativa fordelningen N(6,/60/5) (standardavvikelsen for X; ar

V0 vilket ger standardavvikelsen /0 /5 for X). Stoppar vi in den observerade punktskattningen

0% = 39 far vi medelfelet d(6*) = /0%,./5 ~ 2.793. Det approximativa konfidensintervallet blir
da

Svaret ar alltsa B.

Uppgift 10
Styrkan ar

0
h(5) = P (X < 0.05;0 = 5) = / 055¢ % dy = [—e %] = 1 — ¢75095 ~ 0.221.
0

x=0

Svaret ar alltsa B.
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Uppgift 11

Eftersom det ar t-baserad k.i., samt att o; och oy &dr okédnda och skattas med samma pooled
stickprovs standardavvikelse s, dvs o] = 035 = 0" = s; sa maste vi ha normalférdelningsantagande
i botten, dir oy och oy ar bade okénda dock kan antas vara lika.

Svaret &r alltsa B.

Uppgift 12

Fran datat har vi forst de aritmetiska medelvirdena

_ 117 I 2470.6
T 1= =195 och y:ﬁ;gﬁ: o~ A1LT66T.
Med dessa ger formelsamlingen

Say = »_ Tili — nTY ~ 48218.4 — 6. 19.5 - 411.7667 ~ 41.6961

i=1
och

Sex = »_ @] —nT = 2299 — 6-19.5> = 17.5.
=1

Detta ger da punktskattningarna

sy 416961
Spx T 175

*
obs T

~ 2.38263

och

*
Aobs

=7 — BT ~ 411.7667 — 2.38263 - 19.5 ~ 365.3054.

Om vi nu stoppar in z = 30 (motsvarande ar 2030) far vi
oFp. + B - 30 & 365.3054 + 2.38263 - 30 ~ 436.8.

Svaret ar alltsa B.
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13

Lat p vara sannolikheten att man traffar vid ett enskilt skott.

Sannolikheten att inte triffa vid ett enskilt skott &r darfor lika med (1 — p). Och eftersom varje
skott dr oberoende av de andrea, s& ir (1 — p)* sannolikhet att inte triffa alls nir man skjuter
fyra ganger. Sannolikheten alltsa att tréaffa minst en gang nidr man skjuter fyra ganger blir

1-(1-p)",

vilket enligt lydelsen &r 0.9984.
Dvs vi har:
1—(1-p)" =0.9984.

Eller, nér vi 16ser denna ekvation for p, vi far:
p=1-—(1-0.9984)"* =028
Att man traffar vid ett enskilt skott ar sannolikheten alltsa lika med 0.8.

Uppgift 14

Vi soker alltsa n sa att -
P (|X — pu| <0.1) = 0.95.

Eftersom n gar mot oéndligheten kan vi anta att n &r tillrickligt stort for att centrala gréansvéirdensatsen
ska halla. Vi har ju ocksa att Xi, X, ..., X,, &r oberoende och likaférdelade, vilket ger att

dr approximativt normalférdelad med véintevirde E (X) = E (X;) = psamt D (X) = D (X;) /v/n.
Med andra ord har vi att

P (X =yl < 0.1) = P (_ 0.1y/n _ X — uf _ 0.1ﬁ> ~p (_ 0.1y/n 0.1\/5) |

D(X) < D% /va ~ DY) DY) <7 D)

dir Z &r en N(0, 1)-fordelad stokastisk variabel da | X — u|/(D (X1) /+/n) ér approximativt nor-
malfordelad med vantevarde noll och standardavvikelse ett. Vi vet att sannolikheten ovan ar lika

med 0.95 da
0.1y/n \
sa vi loser ut n och far

V (X1) Ad.o25

0.12 '
Eftersom V (X) inte ér kiint maste vi skatta denna. Fran datan har vi s* & 103.067 sa vi anvéiinder
denna approximation da 1000 anses vara tillrackligt stort (vi ser t.ex. att den skattade standar-
davvikelsen s/y/n =~ 0.321 for X #r liten jimfort med det observerade virdet T ~ 10.144). Vi far
alltsa

__ 103.067 - 1.962
~ 0.12
Vi avrundar uppat (for att sannolikheten ska 6verstiga 0.95) och far da 39595 som svar.

~ 39594.




forts tentamen i SF1910/SF1925 2023-01-10 7

Uppgift 15

(a) Losning:Alt 1: Vi har alltsa y = g(z) dér g(z) = —In(z). Inversen ges avx = g ! (y) = eV
och vi kan da anvidnda formeln f6r Y = ¢g(X) som ger téthetsfunktionen

—1 dg™!
Fr(y) = fx(g= W) |-~ W)
Y
Absolutvardet av derivatan ges av
dg™! _ _
o)==

Eftersom fx(z) endast &r nollskild da = € (0,1) sa dr fx (¢ '(y)) = fx(e7¥) nollskild da
e v e(0,1), dvs. day € (0,+00). Vi far da alltsa

ale ) ey, oy >0, _Jaem™, y >0,
0, annars 0, annars.

fr(y) =

Detta ger att Y &r exponentialférdelad med parameter «.

Losning:Alt 2: Y = —InX.
Fy(y) = P(Y <y) = P(—InX <y) = P(InX > —y) =

1
=PX>eV)=0<z<]]= / az® tdr = [z, =1—e

d
fr(y) = d—yFy(y) =0<z<l=ae
Vi far da alltsa
ae” ™,y >0,
fr(y) = {
0, annars.

Detta ger att Y &r exponentialférdelad med parameter «.

(b) Forst bildar vi log-likelihoodfunktionen

In L(a) = 1In (a”Hm?_1> =nlha+ (a—1) Zlnxi.
i=1 i=1

Vi deriverar sedan och sétter till noll, vilket ger

d

—lnL(oz):g+Zlnx,-:0:>a:— i
=1

do Yo logz;

Da andraderivatan ges av
d? nLa) — "
do2 1) = =
och saledes dr negativ for alla a > 0 har vi att var kritiska punkt &ar det enda lokala maximat
och darfor ocksa det globala maximat. ML-skattningen ges da av

at = n

o Doz



forts tentamen i SF1910/SF1925 2023-01-10 8

Uppgift 16

a) Styrkan i A = 0.34 for bade testen. Vi testar alltsa Hy : A = 0 versus Hy : A = 0.34.
Det ena testets styrka:

0.179 — 0.34

hi(0.34) = P(X > 0.179)A = 0.34) = 1 — @(W

) — 0.8869 ~ 0.89

Och det andra testets styrka:

h2(0.34) = P(D > 7|A = 0.34) = P(D > 7|D € Bin(9,0.8023)) = 0.7382 ~ 0.74,

dér, enl Tabell 1, 0.8023 = P(X; > 0) = |X; € N(0.34,0.4)| = 1 — ®(%%*) = ©(0.85), och d &r
ett observerat virde pa s.v. D.

b) Test 1, dvd testet baserat pa medelvirdet Z, ty den har hogre styrkan (ca 89%).



