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TENTAMEN I SF1910/SF1925 TILLAMPAD STATISTIK,
TORSDAG 13 APRIL 2023 KL 8.00-13.00.

Examinator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 8649.

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendamnda del T och del II. Del I bestar av uppgifterna 1-12. Pa
denna del skall endast svar anges, antingen i form av ett numeriskt viarde med tre vérdesiffrors
noggrannhet eller i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren anges pa svarsblan-
ketten. Studenter som &r godkidnda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara uppgift 1-3, utan
far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Studenter som &r
godkénda pa datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan far tillgodordkna sig denna
uppgift (i svarsblanketten anges ordet Bonus). Detta giller pa ordinarietentan i januari 2023 och
vid omtentamen i april 2023. Grénsen for godkint ar 9 poing. Mdjlighet att komplettera ges for
tentander med 8 poéng.

Del IT bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt l6sning ger 10 poang. Del II rattas bara for
studenter som &r godkénda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II kravs {6r hogre betyg
an E. Pa denna del skall resonemang och utrdkningar skall vara sa utforliga och vil motiverade att
de &r latta att folja. Inforda beteckningar skall forklaras och definieras och numeriska svar skall
anges med minst tva vérdesiffrors noggrannhet. Studenter som &r godkdnda pa datorlaborationen
far 3 bonuspoédng pa del II pa ordinarie tentamenstillfiallet och vid omtentamen i april 2023.

Tentamen kommer att vara rattad inom tre arbetsveckor(15 arbetsdagar) fran skrivningstillfallet
och kommer att finnas tillgdnglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Del 1

Uppgift 1
P(AUB*) =0.85. P(AN B) = 0.25. Bestam P(DB).
A: 0.40
B: 0.45
C: 0.55
D: 0.60
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Uppgift 2
X € U(-2,2). Y = X2 Bestidm standardavvikelsen D(Y).
A: 1.19
0 1.42

- 1.79

O o

3.2

Uppgift 3
X och Y é&r oberoende stokastiska variabler. X € Bin(4,0.5) och Y € Bin(4,0.5).
Bestdm P(min(X,Y) < 2)
A: 0.098
B: 0.473
C: 0.527
D: 0.902

Uppgift 4

Atta maskiner star uppstillda i rad. De &r i drift hela natten utan bevakning. Varje maskin
har samma sannolikhet att stanna. Nér operatoren kommer pa morgonen har tva av maskinerna
stannat. Vad &ar sannolikheten att de tva maskinerna som stannat star brevid varandra?

A:

ol NI =

B
C:
D

=
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Uppgift 5

En nytt superbatteri for brandvarnare sdges ha livstiden 10 ar. Om vi med detta antar att det
menas att vinteviardet av livstiden for batteriet ar 10 ar och att livstiden &r exponentialfordelad,
vad ar da sannolikheten att vi maste byta batteri innan 10 ar férflutit?

A: 0.368
0.434
0.500
0.566

= 9 Q @

0.632

Uppgift 6

Majas och Joels utgifter for kursmaterial (enhet: kr) under en méanad kan ses som tva oberoende
stokastiska variabler. Majas utgifter /manad kan antas vara en normalférdelad s.v. med vintevirde
300 kr och standardavvikelse 50 kr och Joels utgifter/ménad kan antas vara en normalfordelad
s.v. med véintevirde 400 kr och standardavvikelse 70 kr. Vad dr sannolikheten att Joels utgifter
overstiger Majas under en slumpmaéssigt vald manad?

A: 0.123
B: 0.203
C: 0.797
D: 0.877

Uppgift 7

Antag att X &r fordelat enligt Exp(30) medan Y &r fordelat enligt Exp(560). Berdkna ML-
skattningen for 6 givet x = 8.1 och y = 13.2.

1. 0.0111
2. 0.0221
3. 0.0282
4. 0.0939
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Uppgift 8

I en opinionsundersokning svarar 705 av 987 tillfragade ja pa fragan om de foredrar Sourcream
& Onion-chips (fran valfritt mérke) over andra smaker. Resterande svarade nej. Om vi skattar
andelen Sourcream € Onion-atare p i befolkningen med pf, . = 705/987, ange medelfelet for pf, ..

1. 0.204
2. 0.0144
3. 0.452
4. 0.0318

Uppgift 9

Vi har foljande observationer fran ett normalférdelat stickprov:
1.67,1.56,1.76,2.55,0.78
Berikna den 6vre gransen for ett 95% tvasidigt konfidensintervall.

1. 2.45
2. 222
3. 341

4. 2.26

Uppgift 10

Antag att vi har X, Xs,..., X, fran fordelningen N(6,1.8) och vi vill préva nollhypotesen § = 0
mot alternativet 6 # 0. Vart test forkastar nollhypotesen om stickprovsmedelviardet T skiljer sig
tillrackligt fran noll. Berdkna testets p-varde om vi observerar T = 0.9 givet n = 6 observationer.

1. 0.889
2. 0.184
3. 0.222
4. 0.111
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Uppgift 11

Efter rdttningen av foregaende tentamen (10 januari 2023) analyserades svaren for uppgift 5 (om
binomialférdelningen) och uppgift 10 (om hypotestest) for att se om det fanns nagot samband.
Foljande data erholls da.

Fel pa bada: 17
Fel pa uppgift 5, riatt pa uppgift 10: 12
Rétt pa uppgift 5, fel pa uppgift 10: 57
Rétt pa bada: 141

Nollhypotesen Hy &r att en student far ratt pa uppgift 5 ar oberoende av att studenten far ritt
pa uppgift 10. Vilket av féljande staAmmer?

1. Hy kan ej forkastas med approximativ signifikansniva 5% eller 1%.
2. Hj kan forkastas med approximativ signifikansniva 5% men ej 1%.
3. Hy kan forkastas med approximativ signifikansniva 1% men ej 5%.

4. Hj kan forkastas med approximativ signifikansniva 1% och 5%.

Uppgift 12

I en artikel 27 mars 2023 analyserar Dagens Nyheter 6verdodligheten i Sverige under coronapan-
demin 2020-2022. En aspekt som de lyfter &r hur man berdknar den férvantade dodligheten for
dessa ar om pandemin inte skulle ha intraffat utifran dédligheten i Sverige ar 2015-2019.

Ar 2015 2016 2017 2018 2019
Antal déda per 10 000 invénare‘ 92.7 91.3 90.9 89.7 &84.8

Den forsta metoden tar helt enkelt medelvardet 6ver de fem senaste aren, men eftersom doédlighe-
ten foljer en nedatgaende trend kan detta overskatta den forvintade dodligheten ar 2020. Deras
alternativ ar att anpassa en linjar regressionsmodell och anvinda detta for att prediktera vardet
ar 2020. Med hur manga déda per 10 000 invanare overskattar medelvirdet dodligheten jamfort
med den linjédra modellen?

1. 12.2
2. 5.22
3. 3.48
4. 8.70
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Del 11

Uppgift 13

Vid en statistisk kvalitetskontroll av partier innehallande 50 enheter anvénds foljande tvastegs-
forfarande. Forst dras 5 slumpmaéssiga enheter utan aterlaggning ur partiet. Om nagon av dessa
ar defekt sa avvisas partiet. Om ingen &ar defekt dras ytterligare 10 enheter slumpméssigt utan
aterlaggning fran de aterstaende 45. Om minst 2 av dessa ar defekta sa avvisas partiet.

(a) Vad dr sannolikheten att avvisa ett parti som innehaller 7 defekta enheter? (5 p)

(b) Antag att partiet avvisades. Vad &r da sannolikheten att det klarade det forsta steget men
inte det andra? (5 p)

Uppgift 14
Lat X vara en stokastisk variabel med tathetsfunktion

h@ﬂ:{%,ogng

0, annars

och 1at Y vara likformigt férdelad 6ver intervallet [0, 1]. Berdkna téathetsfunktionen for Z = X +Y
och rita upp den. (10 p)

Uppgift 15

Pa grund av den hoga inflationen har den lokala pizzerian méarkt av ett tapp i kunder de senaste
manaderna. I ett forsok att locka tillbaka dessa har pizzerian kopt annonser i en gratistidning som
delas ut till alla hushall i omradet. Veckorna innan annonsen publicerades salde pizzerian foljande
antal pizzor per vecka

76,76,61,76,65

medan foljande antal pizzor salder under de veckorna som annonsen syntes i tidningen
72,77,84,90, 66.

Antag att antalet salda pizzor per vecka foljer en poissonférdelning. Kan pizzeriadgaren rimligen
dra slutsatsen att annonsen har haft 6nskad effekt, dvs. att vantevirdet for antal salda pizzor per
vecka har 6kat? Motivera eventuella antaganden och approximationer. (10 p)

Uppgift 16

Vi har att X € Bin(5000,p) och Y € Bin(3000,2p). Vidare har vi fatt utfallen = och y. Anta
att Hy : p = 0.02 och H; : p > 0.02. Konstruera ett lampligt hypotestest pa risknivan 5% som
tar bade x och y i beaktande. Med andra ord, ange funktionen f(x,y), sa att f(x,y) > 0 om och
endast om vi forkastar Hy.

Alla antaganden och eventuella approximationer skall motiveras. (10 p)

Lycka till!
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LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1910/SF1925
TILLAMPAD STATISTIK,
TORSDAG 13 APRIL 2023 KL 8.00-13.00.

Del I, Svar

10. C
11. D

12. B

Del I, Losningstorslag:

Uppgift 1

Ritar man upp Venndiagrammet sa ser man att P(AUB*)—P(ANB) = P(B*) = 0.85—0.25 = 0.6.
Alltsa ar P(B) = 0.4.
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Uppgift 2
V(Y) =V(X?) = B(X") - Ez(Xz)
E(X?) = foooo 22 fx(x dx—f2 idmz% %.
E(X*) = foooo ot fx(x dm—fQ idzz%:%.
VY)=V(X?)=EX") - E(X*) =2 -(5)°=§
DY) = /% =119

Uppgift 3
Pmin(X,Y)<2)=1-P(X >2)P(Y >2)=1-[1-P(X <1)|[1-P(X <1)] =[se tab 6] =
1—[1-0.3125)% = 0.527

Uppgift 4

B - Den andra som stannar star brevid den forsta som stanar.
M- nr 1 ar bland de 6 i mitten.

K- nr 1 ar en av de 2 som star ytterst.

Héar har vi lagen om total sannolikhet.

P(B) = P(B|M)P(M) + P(B|K)P(K) =2-8+1.2 =14 _1

56

Uppgift 5

Lat X vara batteriets livslingd. Enligt uppgiften ar da X € Exp()\) fordelad. Vi vet ocksa att
E (X) = 10 vilket ger att A = 1/10. Att vi behover byta batteriet innan 10 ar har forflutit innebér
att livslangden for batteriet d4r mindre &n 10 sa den sokta sannolikheten blir da

10 0
P(X <10) = / fx(x)dr = / —e 10%dx =
0 o 10
L 710

_ [—e_ﬁx] — 11— =0.632
0

Svar: Sannolikheten att behova byta batteriet innan 10 ar passerat ar 0.632.

Uppgift 6

Lat Majas utgifter vara M och Joels utgifter vara J. Sokt ar P(J — M > 0).
Vi har en linjarkombination av tva oberoende Normalférdelade stokastiska variabler, sa da ar &ven
J — M Normalfordelad.

E(J — M) = 400 — 300 = 100.
V(J—M)=V(J)+ V(M) =>50>4+70% = D(J — M) = /50% + 702 = 10/74,

- M-1 -1 —1
P(J —M > 0) = [gor om till N(0,1)] =P (J 00 _0 00) . (0 00) _
10v/74 10V/74 10v/74

=1- {1 S (101\0/07_4>} = <101\0/07_4) — &(1.16) = [tab 1] = 0.877
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Uppgift 7
Vi har log-likelihoodfunktionen

log L(0) = log (396_30”” . 596‘593/) = log 15 + 2log # — 30x — 50y

vars derivata med avseende pa 6 ger

2
7" 3r —5y =20
och vi far den kritiska punkten
2
© 3x+ 5y

Andraderivatan #r lika med —2/6% sa vi har ett global maximum. Stoppar vi in virdena far vi
ML-skattningen 0.022.

Uppgift 8

Om X &r antalet som svarar ja har vi att X &r Bin(n, p)-fordelad (dar n = 987). Skattningen
p* = X/n har standardavvikelsen

n

Stoppar vi in skattningen p’ . = 705/987 far vi da medelfelet

d(p*) ~ 0.0144.

Uppgift 9
Fran datat har vi T = 1.664 och s? = 0.3966, vilket ger
S v/0.3966
T+ —ta —1)=1.664+ ———t 4) ~ 1.664 + 0.2816 - 2.78 ~ 2.45.
T+ Jn j2(n—1) + NG 0.025(4) +

Uppgift 10

Under nollhypotesen har vi att X &r N(0, 1.8)-fordelat och X har da fordelningen N(0,1.8/1/6),
dvs. N(0,0.7348). Eftersom p-véirdet motsvarar sannolikheten att (under nollhypotesen) erhalla
ett mer extremt virde an det som observerats har vi

P (|X]>0.9) =P (X < —0.9)+P (X >0.9) =1-P (X < 0.9)+1-P (X < 0.9) =2(1-P (X < 0.9)).
Normalférdelningens réakneregler ger da att

0.9
0.7348

P(X<09) =9 ( ) ~ ®(1.22) ~ 0.8888.

Stoppar vi in detta i formeln for p-véirdet far vi da 2(1 — 0.8888) = 0.2224.
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Uppgift 11
Stéller vi upp datan i tabell far vi

Fel uppg. 5 Raétt uppg. 5 | Radsumma
Fel uppg. 10 17 57 74
Rétt uppg. 10 12 141 153
Kolonnsumma 29 198 227

dar cellen langst ner till hoger &r det totala antalet svar N = 227. Vi bildar nu kvadratsumman
Q och far Q@ = 10.25. Da radsummorna uppfyller villkoret for y2-test har vi att @ ska vara
approximativt y?(1)-férdelad under nollhypotesen. De relevanta kvantilerna dr x2.5(1) ~ 3.84
samt 2, (1) & 6.63. Eftersom vért viirde pa @ éverstiger bada kan vi forkasta nollhypotesen (att
svaren ar oberoende) pa bada signifikansgrader.

Uppgift 12

Om vi sétter ar 2015 som x = 0, ar 2016 som x = 1, osv. far vi

5 5
d =10 > a7 =30
=1 =1

vilket ger
5

10/5=2 5= (—7)*=30-5-2°= 10,

=1

T

Pa samma sétt ger datan oss att

5 5
D yi=4494 > xy; = 8814,
i=1 i=1

vilket ger

5
Y=449.4/5=189.88 sy = (2, —T)(yi —7) =881.4—5-2-89.88 = —17.4.

i=1
Vi kan nu skatta lutningen till

g = Sey _17.4 _

= —= = —1.74
obs S 10

medan konstanttermen fas till

=17 — BT = 89.88 4+ 1.74 - 2 = 93.36.
Var prediktion for y i punkten x = 5 ar da
93.36 — 1.74 - 5 = 84.66.

Skillnaden mellan detta virde och medelvardet ar da 89.88 — 84.66 = 5.22.
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13

Vi infor hiandelserna A, K1, och K2, dar A ar att partiet avvisas, K1 &r att partiet klarar forsta
steget och K2 ar att partiet klarar andra steget.

(a) Hér soks P(A). P(A)=1—-P(A*) =1— P(K1N K2) = |ober| =1— P(K1)P(K2) =

T\ (43 7\ (38 T\ (38
=1- ( G)(; )> <(0) () + () )> = 1-0.454321395535-0.505868493387 = 0.770173120127 ~ 0.77

50 5
(5) (10)
(b) Antag att partiet avvisades. Vad ar d& sannolikheten att det klarade det forsta steget men
inte det andra?

P(K1n K2¥)
P(A)

©)(5) (1 _ (8)(?3)+(I)(398)>

— lober| — P(K1)P(K?2") B P(K1)(1 - P(K2)) B
Slbel == s hy

Hér soks P((K1NK2)|A) =

(%) (ic)

o ((()())) ((5)(?%1)(3:)) -

~0.454321395535 - (1 — 0.505868493387)
N 0.770173120127

= (0.291485783904 ~ 0.29

Alternativ 10sning:

p«K1mK?WA>=P%ﬁ¥ZfT)Z}%Atiiyﬂﬂ=:(“‘£%§%gg):

= [med numeriska virden insatta enligt ovan| = 0.291485783904 ~ 0.29

Uppgift 14

Vi har alltsa
2¢, 0< 2 <1,

Ix(@) = {O, annars

0, annars

samt

Eftersom tathetsfunktionen fz(z) for Z = X +Y ges av faltningen av fx(x) och fy(y) har vi
fo) = [ Ixle = pfrwiy
"
— [ fxte =iy
0

eftersom fy (y) = 1 pa intervallet [0, 1].
Om vi ritar upp téthetsfunktionen fx(x)
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2 fx(z)

1

-1 1 2 3

ser vi att det finns fyra sétt som intervallet [z — 1, z] kan korsa grafen: z < 0, z € [0,1), z € [1,2)
och z > 2. Vi berdknar integralen for varje fall for sig.

/sz— /OOdy—O

eftersom z — y < 0 och fx(x) =0 for x < 0.

Z)=/Olfx(z—y)d:y:/;fx(z—y)dyz/Ozfx(ﬂi)dl“: [07]; = 2°

dar vi utnyttjat att fx(z —y) =0 for y € [z, 1] och gjort variabelbytet x = z — y.

e 2<0
e 2€[0,1)

ozE[l

2)
/sz— dy—/ fx(z—y dy—/ Qxdx:[x2]i_1:1—(z—1)2:2z—z2

dar vi utnyttjat att fx(z —y) =0 for y € [0, z] och gjort variabelbytet x = z — y.

Z)Z/Olfx(z—y)dyZ/()lOdy:O

eftersom z —y > 1 och fx(z) =0 for x > 1.

o 2 >2

V1 har alltsa

22 0< 2«1,
fz2(2) =492z —22, 1<z<2,
0, annars.
Ritar vi upp téathetsfunktionen far vi
fz2(2)
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Uppgift 15

Lat #; vara vantevirdet innan annonsen publicerades och 6, vara viantevirdet efter. Vi har da att
de forsta fem veckorna foljer fordelningen Po(6;) medan de resterande veckorna har férdelningen
Po(f). I bada fallen utgdrs ML-skattningen av stickprovsmedelvérdet, vilket ger 07, = 71 = 70.8
samt 05 = Ty = 77.8. Eftersom dessa vérden ér tillriickligt stora (tumregeln i formelsamlingen
anger att vintevirdet ska vara storre dn 15) kan vi anvéinda normalapproximation, vilket ger att
X, approximativt har férdelningen N(6, /0,/5) samt att X, approximativt har fordelningen

N(fy,1/02/5). Tillsammas ger detta att X; — X, har den approximativa férdelningen N(6; —
0,1/ (01 + 62)/5. Skattar vi standardavvikelsen till \/ (07 obs + 03,0s) /D5 = 5.4516 sa far vi en Gvre

grans

(70.8 — 77.8) + Ao.s - 5.4516 ~ —7 + 8.9673 ~ 1.96

for ett 95% ensidigt konfidensintervall for vanteviardesskillnaden #; — 6y. Da detta intervall inne-
haller noll kan vi inte forkasta nollhypotesen Hy : 01 = 0, till forméan for Hy : 6, < 0,.

Uppgift 16

X € Bin(ng,p) och Y € Bin(n,,2p) = X € Bin(5000,p) och Y € Bin(3000, 2p)
En lamplig skattning av p fas m.h.a. MK-metoden.

Q = (z — nzp)* + (y — ny2p)*.

dQ)
&~ 2= mep) (=) + 20y = 20,p)(=20,) = 0
NgT — nip + 2ny,y — 4n§p =0
R L +2nyy 50002 + 6000y
Pobs = n2+4n2  61-10°

neX +2n,Y\  n,E(X)+2n,E(Y)  ngn.p+2n,2n,p
n2 + 4n? B n2 + 4n? B n2 +4n? B

B = (

Saledes ar skattningen véntevardesriktig.

Om vi dven antar att n,p(1—p) > 10 och att n,2p(1 —2p) > 10, sa kan vi géra Normalapproxima-
tion. Vi antar alltsa att p* &r approximativt N-fordelad,och da kan vi bilda ett konfidensintervall
med approximativ konfidensgrad enligt §12.3.

D4 behover vi medelfelet.

n2V(X) +4n2V(Y)

Vip) =V
(") (n2 + dn2)?

(nmX + 2n,Y

= |vi antar ober| =
nz +4n? ) | ]

(n2 + 4n§)2 N (n2 + 4n§)2

n3piy (1 — piye) +4nd2p5, (1 — 2pk,) _
(n2 + 4n§)2

_ nan.p(l — p) +4n2n,2p(1 — 2p)  ndp(1 —p) +4nj2p(1 — 2p)

= [medelfelet blir D, (p*) =

obs

V125105, (1 = py,) + 216 - 1095, (1 — 2pj,)
61 - 106
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Det nedat begriansade konfidensintervallet som vi ska ha i detta fall blir p},, — D2, .(p*) A

Vi forkastar Hy om konfidensintervallet inte técker 6ver 0.02.
Dvs. om p¥,. — D% (p*) Ao > 0.02.

obs
Alltsa ska gélla att p?, . — D¥ (p*)Aq —0.02 >0

obs
Dvs.f(z,y) = pips — Dips (") A — 0.02 =

Na +2nyy n3 s (1 — Plps) + 4”221921)3(1 — 2p}5)
w2 1 dn (2 + n2)?

. )\0‘05 - 002 -

5000z + 6000y /125 1093, (1 — p3,,) + 216 - 1095, (1 — 2p;,)
61106 61 - 106

-1.6449 — 0.02



