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TENTAMEN I SF1910/SF1925 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
ONSDAG 3 APRIL 2024 KL 8.00-13.00.

Examinator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 poéng. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som dr godkénda pa kontrollskrivningen behéver ej besvara
uppgift 1-3, utan far tillgodoridkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”).
Studenter som &r godkédnda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan
far tillgodorékna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”). Gransen for godként
ar 9 podng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poang. Del II réttas bara for
studenter som &r godkianda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrdkningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
ldtta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillféllet.

Del 1

Uppgift 1

Héndelserna F' och G dr oberoende med P (F') = 0.4 och P (G) =0.4. Lat S = FNG.
Bestam den betingade sannolikheten P (F* | S*).

A: 0.714
B: 04
C:1

D: 0.19
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Uppgift 2

Antag att X och Y &r stokastiska variabler sa att V (X) =1, C(X,Y) =1, V (2X + 3Y) = 39.
Berdkna D (Y).

A: 1.599
B: 4.690
C: 8.063

D: 8.368

Uppgift 3

Varje dag pa forskolan loper Oscar en risk att smittas av forkylning. Sannolikheten att han smittas
under en dag dr 0.013. Lat X vara antalet dagar utan att han smittas (dvs. om han smittas pa
dag ett har vi X = 0). Vad &ar sannolikheten att X > 37

A: 0.974
B: 0.962
C: 0.949
D: 0.987

Uppgift 4

Antag att X dr U(0, 5)-fordelad, att Y &r Exp(1)-férdelad och att X och Y &r oberoende. Berdkna
sannolikheten P (min(X,Y) < 3).

A: 0.0498
B: 0.43
C: 0.57
D: 0.98
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Uppgift 5

Lat X och Y vara kontinuerliga och oberoende stokastiska variabler. Deras tathetsfunktioner ar
fx(x) respektive fy(y), dar

e , —00 < T < 00,

2
e~y /2

V2T ’

Berékna sannolikheten P (|X + Y| < 1), dér | - | betecknar absolutbeloppet.

fr(y) =

—00 < y < 00.

A: ca 0.76
B: ca 0.52
C: ca 0.69

D: ca 0.38

Uppgift 6

Lat X, vara Po(5)-fordelad, X5 vara Po(3)-fordelad och X3 vara Po(1)-fordelad. Antag att X,
X, och X3 ar oberoende. Lat Y = X + X, + Xj3. Berdkna sannolikheten P (7 <Y <9).

A: 0.2635
B: 0.3806
C: 0.4033

D: 0.5874

Uppgift 7

Lat X;, 1 = 1,2, 3,4 vara oberoende stokastiska variabler med véntevérde p och standardavvikelse
0. Antag att p skattas med ' = (x1 + 229 + 323 + 424)/10 och o skattas med stickprovsstan-

dardavvikelsen s, déir s* = —5 - 3" (2; — z)?. Lat utfallen pa X; vara ; = 92, z, = 85, z3 = 101

och x4 = 98. Bestdm medelfelet for skattningen av pu.

A: 3.35
B: 3.87
C: 6.12
D: 7.07
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Uppgift 8

Lat z = 137.0, y = 118.0, s, = 9.5, 5, = 3.0, n, = 10 och n, = 10 vara givet och antag att
X; € N1y, 04) och Y; € N(p,,0,) samt att alla dessa stokastiska variabler &r oberoende. Antag
dven att o, och o, dr okdnda och olika.

Ange undre grénsen for det tvasidiga konfidensintervallet I,,,_, som har den approximativa kon-
fidensgraden 99%.

A: 99
B: 10.9
C: 11.7
D: 13.9

Uppgift 9

Ur ett stort varuparti tog man ut ett stickprov pa 500 enheter. Av dessa fann man att 87 var
felaktiga. Ange 6vre griansen for det ensidiga uppat begriansade konfidensintervallet for andelen
felaktiga enheter i partiet som har den approximativa konfidensgraden 99%.

A: 0.174
B: 0.213
C: 0.218
D: 0.226

Uppgift 10

X; € U(0,0), Xo € U(0,20), och X3 € U(0,30) dar X, X5 och X3 &r oberoende stokastiska
variabler.

For att skatta @ kan man anvénda sig av

* . T1+x2+473
0% = o och

~

e = %+ 5+ %,
Vilket av nedanstaende pastaenden &r sant?
A: 0%, ar den effektivaste skattningen av 6 av de tva.

~

Oons ar den effektivaste skattningen av 6 av de tva.

Q @

Béagge skattningarna ar lika effektiva.

<

Man kan inte avgora vilken av skattningarna som é&r effektivast, eftersom minst en av dem
inte ar vintevardesriktig.
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Uppgift 11
Lat X vara N(u,o)-fordelad, dir o = 3, och anta att vi testar Hy : p = 0 mot Hy : p > 0.
Lat x1,xs,...,x9 vara nio oberoende métningar av X. Vi berdknar testvariabeln z = U/L\/si’ dér

T ar medelvirdet, och vi forkastar Hy pa nivan 10% om z > 1.282. Bestdm testets styrka for
alternativet H; : p = 2.0.

A: 0.59
B: 0.76
C: 0.90

D: 0.98

Uppgift 12

Ett bibliotek forsoker fa bukt med sina problem med sent aterlamnade bocker genom att hoja
avgiften som maste betalas vid sen aterlimning. Efter att ha provat olika avgiften kom de fram
till foljande resultat:

Avgift (kr) [Okr 5kr 10kr 20kr
Snittid for sen aterlimning (dagar) | 11.2° 9.7  10.1 8.1

Satt upp en enkel linjiar regressionsmodell for aterlamningstiden som funktion av avgiften och
skatta lutningen for denna.

A: 0.59
B: 11.0

C: —0.14
D: —30.6

Var god vind!
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Del 11

Uppgift 13

Ett spelbolag har stéllt upp en enarmad bandit som har sannolikheten 2.64% att ge en vinst pa
1000 kr givet en insats pa 30 kr. Antag att den spelas pa 100 ganger per dag. Hur manga dagar
tar det innan banditen med minst 95% sannolikhet har genererat en nettovinst for spelbolaget pa
minst 10 000 kr? Motivera eventuella antaganden eller approximationer. (10 p)

Uppgift 14

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X, Y') har tdthetsfunktionen

e Y, 0<zx<y<oo,
fxy(z,y) = e
0, for ovrigt.
Bestdm vintevirdet £ (XY). (10 p)
Uppgift 15

Antag att manadshyrorna i kronor for studenter i en mindre svensk stad beskrivs av en nor-
malférdelad population med medelvirde i och standardavvikelse o = 620 kronor.

Antag att en undersckning av 12 studenter gav stickprovsmedelvirdet 3509 kronor. Tag fram ett
95%-igt konfidensintervall fér den genomsnittliga manadshyran p, och berikna p-virdet for testet
av hypotesen Hy: p = 3700 kronor mot hypotesen Hi: p # 3700 kronor. Kan H, forkastas pa
risknivan 5%? Motivera din slutsats ordentligt. (10 p)

Uppgift 16

Lat X vara fordelad enligt Bin(n, p) och anta att p dr kdnd. Berdkna MIL-skattningen for n givet
en observation X = z. (10 p)

Lycka till!
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LOSNINGSFORSLAG TENTAMEN I SF1918
SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK,
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Del 1, Svar.

10. D
11. B

12. C
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1
Rita Venn-diagram. Vi har:

P(F*NS)  1-P(F) 1-04
P 1I=PF)PG) 1= (0404 0T

P(F*|S*) =
Svaret ar A.

Uppgift 2

VX +3Y)=22V(X)+3*V(Y)+2-2-3-C(X,Y) =75

vilket ger
1
9

sa vi har D (Y) = /V (V) = v/2.556 ~ 1.599, alltsa alternativ A.

47
V(Y)=5(15-4:-1-2:2:34) = - ~ 2.5

Uppgift 3

Sannolikheten att Oscar klarar sig = dagar utan att smittas men smittas pa dag = + 1 ar (1 —
0.013)*0.013, dvs. X har sannolikhetsfunktionen

px(z) = (1 —0.013)°0.013 = 0.987%0.013
Vi far alltsa
P(X >3)=1-P(X <3) = 1—(px(0)+px (1)+px (2)+px (3)) = 1—0.013(1+0.987+0.987240.987%) = 0.94¢
Svaret ar darmed C.
Uppgift 4

P(min(X,Y) <3)=1— P(min(X,Y) > 3) = [ober| =

:1—P(X23).P(Y23):1—<§>.<f3°°e—wd;c):1—§.e—3z0.98

Svaret ar D.

Uppgift 5

Téathetsfunktioner for X respektive Y ger att:
1) X € N(0,1),dvs ux =0, ox =1,
2) Y € N(0,1), dvs puy =0, oy = 1.
Det &r kénd &dven att X och Y &r oberoende.

Foljaktligen, n = X +Y € N(0,v2).
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=2.®(0.71) — 1 ~ |Tabell 1] ~ 2- (0.7611) — 1 ~ 0.5222

Svaret ar B.

Uppgift 6
Eftersom Y = X; + Xy + Xj ar fordelad enligt Po(9) har vi fran Tabell 5:

P7<Y<9)=PY <9 -PY<T7)=
= 0.58741 — 0.32390 =~ 0.2635

Svaret ar A.

Uppgift 7

Vi) =V (Xl S Tong : 4X4)
_ 1_50 (V(X1) + 4V (Xo) + 9V (X3) + 16V (X))
= 1—30 (3007)
_ 13002
Alltsa blir
D (i) =\ =

Vi uppskattar o med s, sa att d (1) = 1/ s.
Daz; = 92, 1 = 85, 23 = 101 och x4 = 98 blir T = 94 och 3¢, (z; — T)* = 22+ 92+ 72442 = 150.
Eftersom n = 4 blir s> = 31, (#; — 7)* /3 = 50 och saledes s = v/50. Alltsa blir

/3 /3
A (3ns) =\ 155 = E-\/%:as?

Uppgift 8

Eftersom standardavvikelserna dr okdnda och olika fas enligt §12.3 foljande approximativa konfi-
densintervall:

o s s [9.52 3.0
qu_uy:l’—y:t n—m+n—z>\%:137—118i —10 +—10 ')\0.005:
[9.52 3.0
=19+ 10 + T 2.5758 =19 £ 8.115

Undre gransen blir alltsa 10.885 = 10.9.
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Uppgift 9
Lat X vara antalet felaktiga enheter vi finner. X € Bin(n,p) = Bin(500, p).

Eftersom np, (1 — pf,,) = 500 - 25 - (1 — 55) > 10 sa dr X approximativt Normalférdelad och
p.g.a. att p* = % ar en linjarkombination av X, sa kan vi anvéanda oss av §12.3 i F.S. och far da

Iy = pops £ Dy

obs

‘e
Vi far da det tvasidiga konfidensintervallet till

* (1 = p
Ip:prs:l:\/pObs ( pobs)_)\

n

IS

Det ensidigt uppat begriansade konfidensintervallet blir da

* (1 = p* 87 87 (1 - 3T
]p _ (—OO,prS + \/pobs ( pobs> ) Aa) — (—OO — 4+ \/(M) . )\0.01) —

n 500 200

8_7 58070 (1- 58070 )

= (- £2.32 21
(~o0zs =0 3263) = (—o0, 0.213)

Uppgift 10

Vi borjar med att kontrollera om skattningarna ar véntevirdesriktiga. Dvs. om F(6*) = 6 och om

E0) =6.

Xi+Xo+ X5, 5+0+%

EO0)=F =0
(0) = BT - 2 0
A X, X, Xz, 50 ¥ 30
E =FfF—+—=4+)==4 -4 = = —
(9) ( 2 + 4 + 6 ) 2 + 4 + 6 4 70
Alltsa ar D ratt svarsalternativ.
Uppgift 11

Testets styrka ar P(forkastaHy) om H; dr sann.
Vi ska alltsa ridkna ut P(Z > 1.282) om pu = 2.0

(0/\/—
Nu gor vi om till N(0, 1)

X _
> 1.282) = P(——= > 1.282) = P(X > 1.282
)= P75 > 1282) = P )

X - u 1.282 — p
0/\/_ 0/\/§

= P(W >1.282 —2.0) = P(W > —0.718) ~ P(W > —0.72) dir W € N(0,1)

P(X >1.282) = P(

) = [0 =3, och p =2 enligt H,] =
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P(W > —0.72) = P(W < 0.72) = ®(0.72) = 0.76

Uppgift 12

Fran datan har vi
D wy=35 Y af=525 > y; =391 Y y7=387.15 Y ay;=31L5,

vilket ger ¥ = 8.75, 7 = 9.775 och
Sgy = 311.5 —4-8.75-9.775 = —30.625

samt
Sy = D25 — 4 - 8.75% = 218.75.
Vi far da .
B;bs == = _0147
SI‘$

dvs. svaret ar C.
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13

Vinst efter n spel dr Y = 30n—1000X dér X &r Bin(n, 0.0264)-férdelad. Vi vet att n kommer vara
minst 100 (en dags spelande), sa vi kan anvinda centrala gransvirdessatsen for att approximera
X. Den har da den approximativa férdelningen N(0.0264n,0.1603/n). Vinsten Y efter n spel har
da den approximativa fordelningen

N(30n — 1000 - 0.0264n, 1000 - 0.1603+/n) = N(3.600n, 160.3y/n)

Vi soker nu n sa att

10000 — 3.
P (Y > 10000) ~ P (3.600n + 160.3v/nZ > 10000) = P (Z > 10000~ 3 600”) =0.95

160.3\/n

dar Z ar standardnormalférdelad. Vi ser da att
10000 — 3.600n
160.3/n

vilket ger ekvationen (efter en del omskrivning):

- )\0.05 - 16449,

3.600n + 263.7y/n — 10000 = 0.

Detta &r en andragradsekvation i \/n med lésningarna

—9263.7 £ v/263.72 + 4 - 3.600 - 10000
Vn = v : 3;;00 — —36.625 + 64.181.

Eftersom /n > 0 &r den negativa losningen ogiltig och vi far /n = 27.56, vilket i sin tur ger
n = 759.6.

For att uppna en sannolikhet pa minst 95% att vinsten 6verstiger 10 000 kr tar da [759.6/100] = 8
dagar.

Uppgift 14

E(XY) :/ d:v/ xye_ydy:/ xdx(/ ye_ydy).
0 T 0 T

Mha den partiella integrationen far vi integrallen i parantesen till:

Vi har:

/ ye Vdy = ly = u,e Vdy = dv| = xe™" + / eVdy=ze " +e "= (x+1)e "
Vidare, vi har:
E(XY) = / z(x + 1l)e “de = / r?e " dx + / xve “dr =1 + I,
0 0 0

dér I; = E(&%) och I, = E(€), for £ € Exp(\), A = 1. Nu, eftersom E(§) = ; =1 och
E(E) = V(&) + (E(€) = & + 12 = 2, s éir det sokta vénteviirdet:

EXY)=L+L=FEE) +E¢=2+1=3
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Uppgift 15
Ett 95% konfidensintervall for u ges av

620
T+ Ao.oos—— = 3500 & 1.96—— = 3509 = 351 = (3158, 3860) kronor.

vn V12

Hypotesen p = 3700 forkastas till forman for p £ 3700 om teststorheten

b — [EZ3T00, 3509 — 3700
RPN 620/+/12

ar stor och forkastelsegrinserna bestdms ur en standardnormalférdelning. Gar vi in i tab 1 och
anvander den baklénges ser vi att arean till héger om 1.07 &r 1- 0.86 = 0.14. Nu ar p-vérdet p.g.a.
att vi ska gora ett tvasidigt test summan av arean till vinster om —1.07 och arean till hoger om
1.07 dvs 0.28

Eftersom p-virdet ar storre dn 0.05, sa kan inte H forkastas pa risknivan 5%. En annan motivering
ar att 3700 € 1,,.

| =1.07

Uppgift 16

Log-likelihoodfunktionen ges av

log L(n) = log (Z) +z log p+(n—x) log(1—p) = log n!—log x!—log(n—z)!+x log p+(n—x) log(1—p).

Om vi betraktar skillnaden mellan log L(n) och log L(n — 1) far vi

log L(n) —log L(n — 1) = logn — log(n — z) + log(1 — p).

*

For att n,, ska utgora ett maximum vill vi att denna skillnad ska vara positiv for alla n < n¥,

och negativ for alla n > n’, .. Vi har da

n x
=>n < —.

log L(n) —log L(n — 1) =logn — log(n — z) 4+ log(1 — p) > 0 & > — ’

Lat oss anta att x/p inte &r ett heltal. T sa fall har vi att L(n) véxer till och med |x/p| (z/p
avrundat nedat) och sedan avtar. Vi har alltsa ML-skattningen |x/p].

Om z/p &r ett heltal ser vi ovan att log L(n) —log L(n — 1) = 0 for n = x/p. Alltsa véxer L(n)
fram till z/p — 1 och avtar forst efter z/p har passerats. Med andra ord har vi tva maxima, och
ddrmed tva ML-skattningar: xz/p — 1 och x/p.

Sammanfattningsvis har vi alltsa att |x/p] alltid d&r en ML-skattning f6r n men om z/p &r ett
heltal sa &r ocksa z/p — 1 en ML-skattning.



