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TENTAMEN I SF1910/SF1925 TILLAMPAD STATISTIK,
TORSDAG 9 JANUARI 2025 KL 8.00-13.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 poang. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som dr godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besvara
uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”).
Studenter som #r godkédnda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan
far tillgodorékna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet ”"Bonus”). Gransen for godként
ar 9 poang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrikningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1

Héndelserna B och C' dr oberoende. Héndelserna A och C &r disjunkta. P (C') =0.2. P(A | B) =
0.6.
Bestédm den betingade sannolikheten P (AU C' | B).

A: 0.2
B: 0.4
C: 0.6
D: 0.8
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Uppgift 2

Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

2¢, for0<ax <1,

Jx(w) = {0 annars.

och sitt Y = X2 Bestdm variansen V (Y).

A: 0.083
B: 0.29
C: 0.33
D: 0.58

Uppgift 3

De oberoende stokastiska variablerna X och Y dr bada sadana att de ér for-forsta-gangen-fordelade
med p = 3, dvs. X € fig(3) och Y € fig(3). Lat Z = max(X,Y) (dvs. Z &r det storsta viirdet av
X och Y). Bestam P (Z > 2).

A L

B
C: 2
D

Uppgift 4

Lat X och Y vara stokastiska variabler sa att D(X) =2, D(Y') = 2 och C(X,Y) = —2. Bestam
C(X +2Y,2X — V).

A: —-10
B: —6
C: 6
D
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Uppgift 5

En butik tar emot en leverans av 14 bakelser, varav 5 har hamnat pa golvet vid uppackningen
men dnda lagts fram till forséljning tillsammans med de 9 andra. Anta att du koper 4 bakelser.
Vad &r sannolikheten att exakt tva av dem har varit pa golvet vid uppackningen?

A: 0.3012
B: 0.3288
C: 0.3596
D: 0.3704

Uppgift 6

Lat X och Y wvara oberoende normalfordelade stokastiska variabler dar vi har vanteviardena
E(X) = =2 och E(Y) = 4. Standardavvikelserna &r D(X) = D(Y) = 1. Bestdm konstanten
a sa att P2X +Y < a)=0.05.

A: —4.38
B: —3.68
C: 3.68
D

0 4.38

Uppgift 7

Antag att X; och X, &r oberoende stokastiska variabler, sadana att X; € Bin(n,p) och X, €
Bin(2n,p). Tva skattningar av p har foreslagits: pl, = 22 och pons = 2 + 2. Vilket av
nedanstaende pastaenden ar sant?

A: pi. ar den effektivaste skattningen av p.
B: pops dr den effektivaste skattningen av p.
C: Bégge skattningarna ar lika effektiva.
D

: Man kan inte avgora vilken av skattningarna som &r effektivast, eftersom minst en av dem
inte ar vintevardesriktig.
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Uppgift 8

Antag att foljande normalférdelade stickprov erhalls
—17.1 1.24 21.7 10.9.

Ange det nedat begrinsade ensidiga konfidensintervallet for vinteviardet med konfidensgrad 95%.

A: =345
B: —9.36
C: —0.652
D: —15.2

Uppgift 9

Givet foljande oberoende observationer fran en Po(u)-fordelad stokastisk variabel
391 392 388,

berdkna den évre griansen for det dubbelsidiga approximativa 99% konfidensintervallet for p.

A: 416.9
B: 412.7
C: 441.2

D: 419.7

Uppgift 10

Antag att vi vill testa hypotesen Hy : 6 = 3.7 mot alternativet H; : § > 0 med hjilp av ett
stickprov med n = 7 observationer fran en N(0, 2)-fordelning. Hypotestestet &r

Forkasta Hy om T > 4.67.
Vad ér signifikansnivan?
A 1%
B: 2.5%
C: 5%
D: 10%
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Uppgift 11

Vi antar att X € Bin(18,p) och testar nollhypotesen Hy : p = 0.25 mot mothypotesen H; : p =
0.50 och far utfallet x = 9.

A: Vi far p-virdet 0.019 och kan darfor forkasta Hy : p = 0.25 pa risknivan 5%
B: Vi far p-virdet 0.019 och kan dérfor inte férkasta Hy : p = 0.25 pa risknivan 5%
C: Vi far p-virdet 0.30 och kan darfor forkasta Hy : p = 0.25 pa risknivan 5%

D: Vi far p-vérdet 0.30 och kan déarfor inte forkasta Hy : p = 0.25 pa risknivan 5%

Uppgift 12

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler sa att X har fordelningen Exp(2)A) medan Y har
fordelningen Exp(3X). Bestdm MK-skattningen for A givet observationerna = 1.59 och y = 0.54.

A: 0.939
B: 0.417
C: 0.466
D: 0.377
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Del 11

Uppgift 13

Lat X,Y vara likformigt férdelade 6ver méangden
D = {(z,y) € R*: |z + |y| < 1},

dvs. &ver rektangeln med hérn (1,0), (0,1), (—1,0) och (0, —1). Ar X och Y oberoende? Motivera
ditt svar. (10 p)

Uppgift 14

Du pendlar till skolan antingen med bil eller cykel. Fardviagen ar 2 kilometer och din medelhas-
tighet med bilen och cykel ar 40 km/h respektive 30 km/h. Pa végen finns det dock 20 trafikljus
placerade som alternerar mellan rott i 40 sekunder och gront i 20 sekunder. Som bekant maste
bade bilar och cyklar stanna nér trafikljuset visar rott.

Antag att du ankommer till varje trafikljus slumpméssigt under dess 60-sekunderscykel (dvs. det
finns ingen "gron vag”). En dag tar du bilen medan en annan dag tar du cykeln till skolan. Vad
ar sannolikheten att du kommer fram snabbare den dagen du tar cykeln? Motivera eventuella
approximationer och antaganden. (10 p)

Uppgift 15

Livsldangder for tva olika kullagertyper méttes och man erholl foljande data (i driftdagar):

Typ A [120 125 121 123 122
Typ B [200 203 201 207 205

Man antog att livslingderna var utfall av oberoende normalférdelade stokastiska variabler som &ar
N(ua,0) och N(ug, o) for kullager av typ A respektive B.

(a) Bestam ett konfidensintervall for py — pp med konfidensgrad 95%. (4 p)

(b) Eftersom kullager av typ B var dubbelt sa dyra som kullager av typ A sa ville man ha ett
konfidensintervall for 2us — pup med konfidensgrad 95%. Berékna detta intervall. (6 p)
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Uppgift 16

Kryptoanalysen studerar hur krypton kan forceras (dvs. "knéckas”) utan tillgang till en kodnyckel.
Detta innebér ofta att olika nycklar testas genom att dekryptera datan med en viss nyckel och
analysera den dekrypterade texten. Om den dekrypterade texten ser rimlig ut kan man konstatera
att nyckeln ar korrekt.

Ett sétt att analysera den dekrypterade texten &r att studera dess bokstavsfrekvens. I svenskan

kan man bland annat konstatera att bokstdverna ’a’ (inklusive 'a’ och ’4’), ’e’, 'n’, t’ och o’
(inklusive ’6’) har foljande frekvenser

BOkStaV ‘ 7a7/7é7/7é7 7e7 7n7 7t7 707/767
Frekvens | 12.52%  10.16% 8.54% 7.710% 5.79%

I

Givet att den krypterade texten har exakt 70 bokstéver (dir endast tecknena 'a’~’z’" anvénds), ta
fram ett test som kan sarskilja svensksprakig text fran annan text med 5% felrisk. Verifiera sedan
ditt test pa foljande tva dekrypterade textfragment:

korparenstorsvartkrakfagelsomaterfinnsoverstorredelenavnorrahalvklotet

pvknmzdnewemslamfsjtpkdldogyxqggcmmguoisuiyojhlfpdysvceisndyjgrodypglto
(10 p)

Lycka till!
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Del 1, Svar.

10. D
11. A

12. D
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1

AUC]N B)
P(B)

P(ANB)+P(BNC)
P(B)

P(AUC|B) = P( = [A och C é&r disjunkta] =
A|B)P(B) + P(B)P(C)

P(B)

P
= [B och C &dr oberoende] = (

= P(A|B) + P(C) = 0.6+ 0.2 = 0.8

Uppgift 2
Forst noterar vi att V(Y) = E(Y?) — E*(Y). Detta ger da

E(Y?) = BE(X") = /OO 2t fx(z)dr = /01 zt 2xdr = [%6} = %
oo o

o0

1 [E4 1 1
2 fx(z)dr = / 2? - 2xdr = {—} = -
) 2|, 2

B(Y) = B(X?) :/

—0o0

1 1\N? 1
Y = -_—— — —_ -_— .
= V(Y) . (2) — = 0.083

Uppgift 3

P(Z >2)=Pmax(X,Y) >2)=1—-Pmax(X,Y)<2)=1-P(X <2NY <2)

1 1 1\’
= [X och Y &r oberoende] =1 - P(X <2)P(Y <2)=1-— (5 + 5 5)
2
(3 2T
4 16 16
Uppgift 4

C(X+2Y,2X -Y)=C(X,2X)+ C(X,-Y)+ C(2Y,2X) + C(2Y,-Y)
=2C(X,X) - C(X,Y)+40(Y,X) — 2C(Y,Y)
=2V(X)+3C(X,Y)—2V(Y)=2-4—-3-2-2-4=—6

Uppgift 5

Hér har vi hypergeometrisk fordelning eftersom vi hér har situationen dragning utan aterldggning
G)G) _
(%)

utan hénsyn till ordning. Alltsa blir sannolikheten for 2 bakelser som legat pa golvet
0.3596.
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Uppgift 6

Lat Z = 2X + Y. Da ér Z en linjairkombination av tva oberoende normalférdelade stokastiska
variabler och ar saledes ocksa normalfordelad.

E(Z)=E@X+Y)=2-(-2)+4=0
V(Z)=VERX+Y)=4V(X)+V(Y)=4-1+1=5

Alltsé géller att Z € N(0,v/5)

A
Vi har nu P (Z < a) = 0.05. Vi gor om till N(0,1) = P (— < i) =0.05

NGRS
W= 2 € N(0,1), och vi b P(W<a) 0.05
= — ,1), och vi har — | =0.
V5 V5
a a
Symmetrigernuatt P(W > —— ] =005=> ——— =\ =1.6449 = a0 = —3.68
y g ( \/5) \/5 0.05
Uppgift 7
X1 +X2 np+2np
E * == E _= =
(»") ( 0 ) o p

. Xy Xs np  2np
E f— E — — = ——— —
(p) <2n + 4n) 2n + 4n

Bada skattningarna dr saledes vantevardesriktiga.

X +X2) _np(l—p)+2np(1 —p) p(l—p)
3n

Vr) =V ( In? 3n

Vip) =V (& N Xg) _np(l—p)  2np(—p) _ 3p(l —p)

on | dn An2 1602 8n

V(p*) < V(p), sa pl, ar den effektivaste skattningen av p.
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Uppgift 8
For att bestdmma konfidensintervallet tar vi forst fram stickprovsmedelvardet

—17.1+1.24 + 21. 10.
o 7.1+ 4+ 7+ 09:4.185

och stickprovsstandardavvikelsen

s~ 16.47.
Vi far da 1647
7 — tooas(3) - % — 4185 - 2,353 —— ~ —15.2
Svaret ar D.
Uppgift 9
Fran datat har vi
Jh. = T A 390.33.
Standardavvikelsen for X ges av
)2 DNV v
3 3 Y3 3

eftersom X, Xy, X3 ér oberoende och standardavvikelsen for X, ar \/p.
Vi far alltsa medelfelet

d(p*) =D (X)| _ . ~11.407.

|M:Mobs
Eftersom p troligvist dr stort sa approximerar vi pivotvariabeln med en normalférdelning, vilket
ger ett approximativt 99%-igt konfidensintervall pa formen

390.33 £ Ag.oo5 - 11.407 = [360.95,419.71].
Svaret ar alltsa D.

Uppgift 10
Under nollhypotesen &r X fordelad enligt N(3.7,2/+/7), dvs. sannolikheten att forkasta &r

P(X>467)=1-P(X <467)=1-P ()2;27 < 4'6;7/\_/;)"7)
—1-0 <M) ~1— ®(1.28) ~ 0.1003.
2/\/7

Med andra ord ar svaret 10%, dvs. D.

Uppgift 11

P-vardet ar sannolikheten att forkasta Hy om Hjy &r sann givet att man fatt det utfall man har
fatt eller ett utfall &nnu mer extremt. Alltsa soker vi P (X > 9) dér X € Bin(18,0.25). I tabell 6
ser man da att om X € Bin(18,0.25) sa ar P (X < 8) = 0.98065.

Da édr P(X >9) =1 —0.98065 ~ 0.019. Eftersom p-viirdet dr mindre dn 0.05 sa kan vi forkasta
Hy pa risknivan 5%.
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Uppgift 12

Eftersom véntevirdet for en exponentialférdelad stokastisk variabel med intensitet \ ar lika med
1/ far vi féljande att E[X] = 5 och E[Y] = 2.
Eftersom variansen fér en exponentialfordelad stokastisk variabel med intensitet A &r lika med

1/(N)? far vi foljande att V[X] = W och E[Y] = (3}\)2_

Vi bildar da kvadratsumman

Q) = ﬁ (93 - %)Z% (y - %)2 = 4)\? (x - %)19% (y — %)2 = (2zA—1)2+(3yA—1)?,

vars derivata ges av
dQ(N)
d\
Satter vi detta till noll och forenklar far vi

= 2(2zA — 1)22 + 2(3yA — 1)3y.

8z — 4x + 18\y? — 6y = 0,

vilket har l6sningen
4z + 6y 4-1.59+6-0.54

T 812+ 18y 8- 1.592 + 18- 0.542
Om vi berdknar andraderivatan ser vi att detta &ar ett globalt minimum.
MK-skattningen for A ges da av:

= 0.377.

)\*

obs i

~ 0.377.

Svaret ar alltsa D.
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13
Eftersom D ir en kvadrat med sida /2 har den area 2. Vi far alltsa téthetsfunktionen

5o x|+ lyl <1,

fxy(z,y) = {57

0, annars.

Marginalférdelningen for X blir alltsa

+oo | 1 2 92z
= [ peraty= [ Jdy= 50—l - 1+ 1el) = Cip—
y=—00 —1+]z| 2 2 2

for |x| <1 och noll annars. Pa samma sétt har vi fy(y) = 1 — |y| for |y| < 1 och noll annars.
Nu ser vi att X och Y inte ar oberoende eftersom

fxy (@) # fx () fr(y) = (1= [z[)(1 = |y[).

Bland annat ser vi att vénster- och hogerled skiljer sig i punkten (z,y) = (0,0) déar vi far % # 1.

Uppgift 14

Utan trafikljus tar det 180 sekunder (3 minuter) for bilen och 240 sekunder (4 minuter) for cykeln.
Tidpunkten X du anlénder till ett trafikljus &r fordelad enligt U(0,60) under dess cykel pa 60
sekunder. Antag att den visar rétt under de forsta 40 sekunderna och gront under de resterande
20 sekunderna.

Tiden du maste vénta, Y, ar da

40—-X, X <40
Y:{ Y — Y

0, annars.
Vi kan berdkna £ (Y) och D (Y) genom
40 1
E(Y)= / (40 — ) —dx = 13.33
0 60
40 1
E(Y?) = / (40 — 2)*—dx = 355.55
0 60
D(Y)=1/E(Y?) - E(Y)’~13.34

Den totala tiden du véntar vid ett trafikljus (oberoende om du &r i bil eller pa cykel) &r da
summan av 20 stycken oberoende kopior av Y. Vi antar att 20 &r tillréckligt stort och approximerar
darfor summan da vi har oberoende och likafordelade termer. Den totala vintetiden ar alltsa
approximativt fordelad enligt

N(20 - 13.33,v/20 - 13.34) ~ N(266.6, 59.65)
Skillnaden mellan de totala fardtiderna ar nu appromativt férdelad enligt

N(240 + 266.6 — (180 + 266.6), v/259.65) ~ N(60, 84.36).
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Sannolikheten att denna &r mindre &n noll ges av

1 — ®(60/84.36) ~ 1 — ®(0.71) ~ 1 — 0.7611 = 0.2389.

Uppgift 15

(a) Tva oberoende stickprov med N (4, 0)- respektive N (ug, o)-fordelade observationer. Ett 95%-
igt konfidensintervall for 4 — pp blir med t-metoden (FS 12.2)

_ 1 1
I—yit0.025(5+5—2)8 g‘i‘g

dér 7 = (1204+125+--- +122)/5 = S = 122.2 och § = (2004203 + - - - +205) /5 = 1%° = 203.2.

Vidare far vi
5
1 1 6112 14.8
2 _ _ 2 — -7 2 = — B — = — =
sy = 1 <E z; —5-(7) ) 1 (74679 3 ) 1 3.7

2
(206484 — 10;6 ) = ? =8.2

1 =

85—5—i1<2y3—5-<y>2)—

som ger

Y = 2.4393
5+5—2

och vi far intervallet till 122.2 — 203.2 + 2.31 - 2.4393,/2/5 = —81.0 + 3.6 = (—84.6, —77.4).

o \/(5—1)s§+(5—1)s2

(b) 2ua — pp skattas med 27 — g. Vidare giller att V(2X —Y) = % + %2 = 0% Alltsd 2X —Y ér
N(2pa—pp,0). o okidnd och skattas p.s.s. som ovan. Ett 95%-igt konfidensintervall for 2m 4 —mp

blir med ¢-metoden (FS 12.2)
2T —y to025(b+ 5 —2)s =244.4 — 203.2 +2.31-2.4393 = 41.2 + 5.6 = (35.6, 46.8)

Uppgift 16

Vi bildar ett y2-test dir nollhypotesen ir att bokstiverna har den givna férdelningen med n = 70
observationer. Problemet hér dr att den minsta gruppen (’0’/’6’) &r for liten (0.0579-70 = 4.053 <
5), sa vi maste sla ihop den med en annan grupp, forslagsvis den nést minsta gruppen (’t’).
Tillsammans med en grupp for 6vriga bokstaver far vi da tabellen

Bokstav | ’a’/’8 /& e’ m’ ’t’/'0’/’8” andra
Di 0.1252 0.1015 0.0854  0.1349  0.5530
np; 8.764 7.105  5.978 9.443 38.71

Om vi later x; vara antalet 'a’, xo vara antalet 'e’, x3 vara antalet 'n’, x4 vara antalet 't’ eller ’o’
samt x5 vara antalet andra bokstéver i texten kan vi bilda kvadratsumman

2 2 2 2 2
x] x5 i Ty i
+ + + +

T 8764 ' 7.105 ' 5.978 ' 9.443 38.71_70

Q

ock forkasta nollhypotesen om Q 6verstiger xa 5(5 — 1) = x3 45(4) & 9.49.
For de tva exempeltexterna far vi () = 1.87 respektive Q = 19.1, sa allt verkar stimma.



