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TENTAMEN I SF1910/SF1925 TILLAMPAD STATISTIK,
TISDAG 22 APRIL 2025 KL 8.00-13.00.

FExaminator: Bjorn-Olof Skytt, 08-790 86 49

Tillatna hjdlpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik (utdelas vid tentamen),
minirdknare.

Tentamen bestar av tva delar, bendmnda del I och del II.

Del I bestar av uppgifterna 1-12 och varje korrekt svar ger 1 poang. Pa denna del ska endast svar
anges, i form av val av ett av de mojliga svarsalternativen. Svaren ska anges pa svarsblanketten
(utdelas vid tentamen). Studenter som dr godkénda pa kontrollskrivningen behover ej besvara
uppgift 1-3, utan far tillgodordkna sig dessa tre uppgifter (i svarsblanketten anges ordet ”Bonus”).
Studenter som #r godkédnda pa den andra datorlaborationen behover ej besvara uppgift 12, utan
far tillgodorékna sig denna uppgift (i svarsblanketten anges ordet ”"Bonus”). Gransen for godként
ar 9 poang. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 8 poéng.

Del II bestar av uppgifterna 13-16 och varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Del II réttas bara for
studenter som &r godkinda pa eller far komplettera del I och poéang pa del II krévs for hogre betyg
an E. Pa denna del ska resonemang och utrikningar vara sa utforliga och vil motiverade att de ar
latta att folja. Inforda beteckningar ska forklaras och definieras samt numeriska svar ska anges med
minst tre virdesiffrors noggrannhet. Studenter som ar godkénda pa den andra datorlaborationen
far 3 bonuspoéng pa del II.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfillet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Del I

Uppgift 1
Lat P(A) =0.30, P (A | B) = 0.25 och P (A* N B*) = 0.40. Berékna P (B).
A: 04
B: 0.6
C: 0.3
D: 0.375
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Uppgift 2

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med fordelningar Bin(10, 0.9) respektive Bin(5, 0.9).
Berdkna P (X =12 -Y).

A: 0.028
B: 0.064
C: 0.129

D: 0.003

Uppgift 3

Lat X och Y vara stokastiska variabler sa att
EX)=2 EY)=3 CX,)Y)=1 D(X)=3 D(Y)=2.
Berékna F ((2X +1)(3Y +2)).
A: 25
B: 42
C: 55
D: 61

Uppgift 4

For att underliatta aterfinnandet av borttappade nycklar kan man bestélla en nyckelbricka med
ett unikt id-nummer som sedan kan sparas tillbaka till 4garen. Enligt marknadsféringen hos ett
sikerhetsforetag sa ér 9 av 10 aterfunna nycklar mérkta med deras nyckelbricka. Antag att 1 av 20
borttappade nycklar aterfinns (oavsett markning) och att 1 av 7 borttappade nycklar &r méarkta.
Bestdm kvoten mellan sannolikheten att en mérkt nyckel aterfinns jamfort med en omérkt nyckel
(enligt marknadsforingen).

A: 19
B: 54
C: 9
D: 1
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Uppgift 5

Lat X och Y vara oberoende stokastiska variabler med fordelningarna N(0.8,1.2) respektive
N(0.7,1.1). Vad ar P (3X 4 2Y < 3.3)?

A: 047
B: 0.49
C: 0.55

D: 0.45

Uppgift 6
Antag att X, Xy, ..., Xo¢ ar oberoende och likaférdelade med tathetsfunktion

Fa) = {3:5 , xel0,1]

0, annars.

Berékna den approximativa sannolikheten att

A: 0.56
B: 0.48
C: 0.94
D: 0.98

Uppgift 7

Tva undersokningar gjordes pa tva grupper av patienter som hade blivit vaccinerade respektive
inte hade blivit vaccinerade. Fem hundra vaccinerade undersoktes dar fyrtionio hade fatt vin-
terkriaksjuka. I den icke vaccinerade gruppen undersoktes sex hundra dér femtioatta hade fatt
vinterkriaksjuka. Lat p; sta for andelen patienter som fatt vinterkriksjuka trots att de har vacci-
nerats och lat py sta for andelen patienter som fatt vinterkriksjuka utan att ha vaccinerats. Vi &r
intresserade av parametern p; — po. Bestdm medelfelet for skattningen av p; — ps.

A: 0.018
B: 0.419
C: 0.297
D: 0.441



forts SF1910/SF1925  2025-04-22 4

Uppgift 8
En stokastisk variabel X har tathetsfunktionen
0
—— forz >0
fx(x)=q (14 2)! -
0 forx < 0,

dér # > 0 &r en okénd parameter som antingen har vardet 1, 2, 3, eller 4.
Man har ett slumpméssigt stickprov fran denna férdelning omfattande tre vérden: 3, 5, och 9.
Ange maximum-likelihood-skattningen av 6.

Al
B: 2
C: 3
D

Uppgift 9

For 15 ar sedan ville man pa ett laroséte i ett annat land undersoka om studenterna dgnade mer
tid at att surfa pa internet som att titta pa TV. Man gjorde en undersokning och fick resultat
enligt tabellen nedan.

Person nr. 112 |13[4]5]6|7]8
Surftid per vecka (h) [ 2| 7 |3 8|9 |15 |7 |2
TV-tid per vecka (h) |4 | 15|53 |4 ] 4 |48

Vi kan héar anta att observationerna dr normalférdelade. Bilda ett ensidigt nedat begréansat kon-
fidensintervall med en konfidensgrad pa 95% for hur manga fler timmar studenter spenderar pa
internetsurfande jamfért med TV-tittande.

A

: (—3.0,00)
B: (—3.5,00)
C: (—3.7,00)
D: (—4.6,00)
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Uppgift 10

Pa ett laroséte i ett annat land ville man understka om det var nagon skillnad mellan mén och
kvinnor vad géllde hur lang tid det tog for dem att genomfora lakarutbildningen vid ldrosétet.
Man utfoérde tva oberoende stickprov och fick resultat enligt tabellen nedan.

Mén | Kvinnor
Stickprovsstorlek 100 85
Medelvirde (ar) 8.8 8.4
Stickprovsstandardavvikelse (ar) | 1.4 1.5

Observationerna kan hér inte anses vara utfall av normalférdelade stokastiska variabler, men stick-
proven kan anses vara stora. Bilda ett dubbelsidigt konfidensintervall med en approximativ kon-
fidensgrad pa 95% for skillnaden i studietid mellan mén och kvinnor och ange dess 6vre grins.

A: 0.57
B: 0.61
C: 0.75
D: 0.82

Uppgift 11

I en marknadsundersokning utfragades ett urval av 120 konsumenter om vilken typ av forpackning
de foredrog for en ny produkt. De hade fyra olika typer att vélja mellan. 39 foredrog typ A, 27
foredrog typ B, 24 foredrog typ C och resten féredrog typ D. Kan vi férkasta nollhypotesen Hy
att alla fyra typer av forpackningar ar lika populédra?

A: Hj kan varken forkastas pa risknivan 1% eller risknivan 5%
B: Hy kan bade forkastas pa risknivan 1% och risknivan 5%

C: H, kan forkastas pa risknivan 1%, men inte pa risknivan 5%
D

. Hy kan forkastas pa risknivan 5%, men inte pa risknivan 1%

Uppgift 12

Vid enkel linjér regression géller foljande samband
Yi = a+ PBr; + &,

dér man observerat paren (z;,v;),7 = 1,...,n och ; betecknar de slumpméssiga felen. Man 6nskar
testa nollhypotesen Hy : 6 = 0 mot Hy : B # 0 och far P-véardet till 0.042. Vilket av foljande
pastaenden ar sant?

A: Vi forkastar Hy och kan diarmed inte forkasta att y;:na beror av z;:na pa risknivan 1%
B: Vi forkastar Hy och kan darmed inte forkasta att y;:na beror av x;:ma pa risknivan 5%
C: Vi forkastar Hy och kan diarmed forkasta att y;:na beror av x;:na pa risknivan 1%

D: Vi forkastar Hy och kan diarmed forkasta att y;:na beror av x;:ma pa risknivan 5%
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Del 11

Uppgift 13

Busshallplatsen vid korsningen Valhallavigen—Odengatan i Stockholm har plats for att tva bussar
ska kunna stanna samtidigt. Vid denna busshallplats stannar fem olika bussar: tva stombusslinjer
(linje 4 och 6, &ven kallade ”blabussar”) samt tre vanliga busslinjer (linje 61, 67 och 72). Antag att
bussarna ankommer till hallplatsen slumpméssigt och oberoende av varandra. Under rusningstid
(kl. 07-09) har stombusslinjerna en turtéthet pa 8 bussar i timmen, medan linjerna 61, 67 och 72
har turtdatheter pa 5, 3 respektive 3 bussar per timme. Antag vidare att varje buss stannar i en
minut vid busshallplatsen och att en buss precis har stannat. Vad ar sannolikheten att det blir
for trangt pa busshallplatsen? (10 p)

Uppgift 14

Lat X vara exponentialfordelad med parameter A och lat Y = [X] vara X avrundat uppat. Med

andra ord har vi

1 om0 < X <1,
oml <X <2
3, om 2 < X <3,

OSV.

Y

Bestam Y':s sannolikhetsfunktion. Kan den beskrivas som en av fordelningarna i formelsamlingen?
Om sa é&r fallet, vad heter fordelningen? (10 p)

Uppgift 15

Den naturliga bakgrundsstralningen (uttryckt som antalet registrerade pulser per sekund i Bec-
querel, forkortat Bq) har en intensitet av A = 1 s™! och antalet registrerade pulser under ett
tidsintervall (1, t2) beskrivs vil av en Poissonfoérdelning med véntevirde A(ty — ¢1). Pa grund av
en kiarnkraftsolycka i ett avlagset land misstanker man att intensiteten hér hos oss har 6kat.

a) Antag att man méiter under 15 sekunder och dérvid registrerar 20 pulser. Undersok med
lampligt test eller konfidensintervall om man pa risknivan 5% kan forkasta att intensiteten
inte Overstiger den naturliga bakgrundsstralningen. (4 p)

b) Antag att intensiteten i sjélva verket har 6kat till A = 1.2 s7'. Hur linge maste man da méta
for att sannolikheten ska vara 50% att uppticka detta om man gor ett test pa en riskniva
pa approximativt 5%. (6 p)

Uppgift 16

Antag att 7y, Z5, Z3, Z, ar oberoende stokastiska variabler som alla &r likformigt férdelade enligt
U(a,b). Satt X = min(Z;, Z3) och Y = max(Z3, Z;). Anta att X far utfallet = och att Y far
utfallet y. Héarled och ta fram skattningarna av parametrarna a och b med hjilp av minsta-
kvadrat-metoden. Skattningarna ska anges som funktioner av x och y. (10 p)

Lycka till!
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Del I, Losningsforslag.

Uppgift 1

Forst har vi
P(ANB)=P(A| B)P(B) =0.25P (B)

och sedan noterar vi att
P(AUB)=1-P(A*"NB*)=1-0.4=0.6,
samt att
P(AuUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=P(A)+P(B)—-0.25P(B) =P (A) +0.75P (B).
Stoppar vi in viardena pa P (AU B) samt P (A) far vi da
p(5)= 25293 g4

Uppgift 2

Eftersom
P(X=12-Y)=P(X+Y =12)

samt att X + Y har fordelningen Bin(10 + 5,0.9) = Bin(15,0.9) far vi att

15

P(X=12-Y)= (12

)0.9120.13 ~ 0.129.

Uppgift 3

E((2X +1)(3Y +2)) = E(6XY +4X +3Y +2) = 6E (XY) +4E (X) + 3E (V) +2
(C(X,Y)+ E(X)E(Y))+4E (X)+3E(Y) +2

(1+2-3)+4-24+3-34+2=061

6
6

Uppgift 4

Lat A vara hiandelsen att en borttappad nyckel &r mérkt medan B ar hidndelsen att den aterfinns.
Enligt uppgiftslydelsen har vi da att P (A | B) = 9/10 (fran marknadsforingen) och P (4) = 1/7.
Vi soker nu P (B | A) /P (B | A*), vilket kan beriknas genom Bayes sats till

P(A|B)P(B
P(BIA) _ " P(AY P(AIB) 67 910
P(B|AY)  EAIBEE — P(A) P(A[B)  1/T 1/10 '
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Uppgift 5

Summan 3X + 2Y dr normalfordelad med véntevirde 3E (X) +2FE(Y) =3-0.8+2-0.7 = 3.8
samt standardavvikelse 1/32V (X) + 22V (Y) = /32 - 1.22 + 22 - 1.12 = 1/15.28. Vi far da

X +2Y —38 33-3.
P(3X+2Y<3.3):P<3 +2Y -38 33 38)

<
V15.28 V15.28

0.5
=¢(— ~P(—-0.12)=1—-P(0.12) = 1 — 0.5478 = 0.4522.
( \/15.28> ( ) ( )

Uppgift 6
Vi ser forst att

samt att

vilket ger

sa vi far D (X;) = 1/3/80.
Med hjélp av centrala gransvardessatsen far vi att summan &r approximativt normalférdelad med
véntevirde 96 - 3/4 = 72 samt standardavvikelse v/96 - 1/3/80 = 1/3.6. Vi far da sannolikheten

% 75— 72
P Xi< 75) ~ ® <—> ~ ® (1.58) ~ 0.9429.
(H V356

Uppgift 7

w(ow) 20-8) a0 &0 -5
" " " ") [ 300 500 600 6007 — (1.01795352 = 0.0180
+ 500 + 600

Uppgift 8

Se §9.1 i formelsamlingen. Vi ska hitta det som maximerar L(6) dér 6 kan anta vérdena 1, 2, 3
eller 4.

o 0 0

L(0) = fx, (1) fx,(v2) fx5(23) = (14 21)0 (14 22)0F (1 + x5)0+! -

0 0 0 63

(14 3)0+1 (1 4 5)0+1 (1 4 9)6+1 T 9o+

L(1) = ﬁ, L(2) = %, L(3) = %, L(4) = %. L(1) ar storst av dessa fyra virden. Alltsa ar
0 = 1 maximum-likelihood-skattningen av 6.
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Uppgift 9

Hér har vi parvisa observationer, dvs. stickprov i par. Vi bildar da ett konfidensintervall med hjalp
av §12.2 och §11.1(d) i formelsamlingen och far efter att vi bytt ut § mot a i nedre grénsen

S, 6.36
I, =z—1t 7) - =0.75—-189 - — ~ —-3.5
e =2 — to.05(7) NG NG
Uppgift 10

Eftersom stickproven kan anses vara stora sa kan vi pa grund av centrala gransvirdessatsen anse
att X och Y #r approximativt normalférdelade och dirmed kan vi med hjélp av §12.3 i F.S. bilda
ett konfidensintervall med approximativ konfidensgrad eftersom #* = X — Y i §12.3 da dr approx-
imativt normalfordelad.

Da far vi

_ 52 Sf, L4 15

Alltsa &r den 6vre gréansen 0.82.

Uppgift 11

Hér har vi test av given fordelning och anvander oss av § 14.3 i formelsamlingen, vilket ger

k
Q Z np %

=1

Hér ar n = 120, k£ = 4 och alla p; = 0.25, sa alla np; > 5. Detta ger da

(39 — 30)% + (27 — 30)2 + (24 — 30) + (30 — 30)?
30

Q= = 4.2

Till slut far vi fran tabellsamlingen att x3,5(3) = 7.81 och x2,,(3) = 11.3. Eftersom Q = 4.2 &r
mindre dn bada dessa virden kan H, varken forkastas pa risknivan 5% eller 1%.

Uppgift 12

Eftersom p-virdet = 0.042 &r mindre dn 5% men storre dn 1% kan vi forkasta Hy pa risknivan
5%, men inte pa risknivan 1%. Om vi forkastar att S = 0 kan vi inte forkasta att y;:na beror av
x;:ma pa risknivan 5%. Alltsa ar B ritt svarsalternativ.
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Del II, Losningsforslag:

Uppgift 13

Eftersom bussarna anldnder slumpmaéssigt och oberoende av varandra féljer de en Poissonmodell.
Lat X; vara antalet bussar pa linje ¢ som anlédnder under en tidsperiod av langd ¢ (méatt i timmar).
Vi har da att X4 och X har fordelningen Po(8t), X¢; har fordelningen Po(5¢) samt att Xg7 och X79
har fordelningen Po(3t). Alla dessa X; &r oberoende av varandra (bussarna anliander oberoende
av varandra, som det star i beskrivningen). Antalet bussar totalt som stannar under tidsperioden
arday = X4 + X6 + X61 + X67 + X72, vilket har férdelningen PO(St + 8t +5t+ 3t + ?)t) = PO(27t>
Om en buss precis har stannat far det plats en buss till innan det blir for trangt. Med andra ord
blir det for trangt om tva eller fler bussar stannar under tiden den forsta bussen star dér, vilket
ar en minut (1/60 timme). Vi sétter da ¢ = 1/60 och den sokta sannolikheten blir da

(27/60)°  (27/60)!

P(YZQ):1—P(Y:O)—P(Y=1):1—( 0l 1

=1 — (14 27/60)e 275 ~ 0.0754.

Uppgift 14
Vi har alltsa tathetsfunktionen

—Az
fx(l’):{)\e , x>0,

0, annars.

Sannolikhetsfunktionen for Y ges av
py(y) =P =y) =
y
= / fx(z)dz
y—1

y
= / e Mdx
y—1

- [_eim]zq
=e

“Ay=1) _ o) — e*/\(yfl)(l —e).
Om vi sétter p = 1 — e~ kan vi skriva detta pa formen

py(y) =p(l—p)".
Med andra ord #r Y ffg(1 — e=*)-fordelad.

> o—27/60
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Uppgift 15

Lat X (t) vara antalet registrerade partiklar under (0,¢). Med andra ord &r X (t) Po(\t)-fordelad.

(a) Har har vi Hy: A=1o0ch Hy: A > 1.

Om H, dr sann och t = 15 s sa géller att X (15) € Po(15). Eftersom vi observerat = 20 blir
p-virdet = P(X > 20) = 1 — P(X < 19) = [se tabell 5] = 1 — 087522 = 0.1248. Eftersom

0.1248 > o = 0.05 sa kan inte H, forkastas pa risknivan 5%.

(b) X(t) &r approximativt N(At,v/At) vilket under Hy blir N (¢, /t). Styrkan hos testet éir sanno-

likheten att forkasta Hy: A =1 om H; : A = 1.2 &4r sann. Vi har alltsa hér att

h(1.2) = 0.5 = P(X(t) >t + Viroos | A = 1.2)
_p (X(t) — 1.2t t+vthoos — 1.2t>

>
V1.2t V1.2t
—0.2
:1_¢(M) —05.
V1.2t

Dvs. VtAo s = 0.2t = Agos = 0.2Vt = t = (1.6449 - 5)% = 67.64 s.

Uppgift 16

Eftersom Y = max(Z3, Z,) far vi dess fordelningsfunktion till
y—a\’
F =
v = (4=2)
Yy—a 1
=2 .
fr (W) (b—a)b—a

yfy(y)z(y—a)Q(i:Z) biaw?(i:Z) bia

vilket ger téthetsfunktionen

Vi vill nu integrera

over intervallet [a, b] for att fa F (V). For att forenkla berdkningarna gor vi variabelbytet z = y—a,

vilket ger
bra 9 2a 2(b—a) a
E(Y) = — 4 dr=— _Z
(Y) /0 (b—a)QZ +(b_a>2zz 5 +a 3+

Pa samma sétt har vi att X = min(Z;, Z,) ger

re =1- (1= (522)) (1- (522) ) 2 (5=2) - (==

2 2(x — a)

O ==y " oy

samt

Som innan vill vi integrera

2x 2(x —a)*  2a(xr —a)

SRl R R (S E RN (e
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over intervallet [a, b] for att fa F (X). Med variabelbytet z = x — a far vi

=1 2(2 + a) 222 2az 2 b 2a
R A e R i = LA ATE (SURTRS BS

Vi kan nu stélla upp kvadratsumman och far

a  20\\° b 2a\\’
o=(-(5+%) (- (5+%))
Deriverar vi med avseende pa a och b och sétter till noll far vi den kritiska punkten
(a,0) = (22 —y,2y — )
. Eftersom ) ar kvadratisk i @ och b ser vi att punkten utgor ett global minimum, vilket ger

* _ * _
Aobs MK = 2T — Y och bObS’MK =2y —x.



