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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1911, STATISTIK FOR BIOTEKNIK
Torsdag den 13e april 08:00-13:00.

Ezxaminator: Timo Koski, 70 — 237 00 47.
Kursledare: Timo Koski, — 790 71 34 .

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling for SF911, Mathematics Handbook (Beta),
hjalpreda for minirdknare, minirédknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrikningar skall vara sa
utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 8 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 4 poéng.
Grénsen for godként &r prelimindrt 16 podng (ev. bonuspoidng inrdknade). Mojlighet att
komplettera ges for tentander med, preliminért, 1415 podng. Tid och plats for komplettering
kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har
ratt att komplettera.

Tentamen kommer att vara rattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer
att finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Uppgift 1

Infektionsmultiplicitet (MOI) &r kvoten av antalet bakteriofager mot antalet celler i ett
experiment med fager, se t.ex. Frank H. Stephenson: Calculations for Molecular Biology and
Biotechnology. Third Edition, Academic Press, 2016.

Antag att en kultur av bakterier dr infekterad av bakteriofager med MOI = 0.2. Betrakta
MOI = 0.2 som sannolikheten for att en bakteriecell ér infekterad av en fag. En alikvot (for
statistiker ung. ett stickprov) av 20 celler dras ur kulturen. Talet 20 &r givet pa forhand.

i) Lat X = antalet celler som &r infekterade. En eller flera av av foljande utsagor &r sanna.
Vilka ? (2 p)

a) X ~ Ge(0.2).
b) X ~ Bin(20,0.2).
c) X ~ Geom(0.2).
d) E(X)=5.
e) E(X) =4
ii) Lat X = antalet bakterier i en cell. Vi antar att bakteriekulturen &r mycket stor och att
en alikvot av 20 celler 4r mycket liten i jamforelse.

Vi gor nu gillande att X ~ Poi(MOI - 20). En av av foljande utsagor ar en korrekt
motivering till detta. Vilken? (2 p)
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a) Centrala griansvirdessatsen.
b) Rare Event Principle.
c) De sma talens lag.

d) De stora talens lag.

Uppgift 2

Enligt CDC (= Centers for Disease Control and Prevention, USA) var andelen gonorréfall
resistenta mot antibiotika lika med 0.27 for ar 2010.

Du tar ett slumpmassigt stickprov pa 50 vardjournaler av patienter som diagnosticerats med
gonorré och kontrollerar antalet fall med resistens mot antibiotika.

i) En av utsagorna a)-c) dr riktig. Svara med det rétta alternativet.

a) Talet 0.27 ar en empirisk fordelning for stickprovet.
b) Talet 0.27 &r en populationsparameter for stickprovet.
b) Talet 0.27 &r en statistika for stickprovet.

ii) Du tar upprepade ganger nya slumpméssiga stickprov pa 50 vardjournaler oberoende av
varandra och med aterldggning. Lat X = antalet gonorréfall resistenta mot antibiotika
i Ditt stickprov. Din skattning av antalet antibiotikaresistenta dr p = X/50. Vad &r
medelfelet for p lika med? Svara med det ritta alternativet ur a)-c).
a) 0.27.
b) 0.27-0.73/4/50.

c) /0.27-0.73/50.

iii) Du tar upprepade ganger nya slumpmaéssiga stickprov pa 50 vardjournaler obereonded av
varandra och med aterldggning. Lat X = antalet gonorréfall resistenta mot antibiotika
i Ditt stickprov. Din skattning av antalet antibiotikaresistenta dr p = X/50. Vad ar
sannolikheten for att fa p > 25% approximativt lika med?

a) 0.530.

b) 0.625.
c) 0.762.

Uppgift 3

Du utvérderar ett nytt diagnostiskt test for en viss infektionssjukdom. Vi har gjort testet pa
200 individer med ként sjukdomstillstand. D+ betyder att personen &r infekterad och D—
betyder att personen inte ar infekterad. I tabellen nedan har du de observerade frekvenser-
na av de fyra mojliga utfallen av utvirderingen, dér T+ &ar ett positivt testresultat i den
bemiérkelsen att en infektion diagnosticeras.

D+ | D—
Positivt test T+ | 95 10
Negativt test T— | 5 90
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Tva av de foljande utsagorna ar sanna. Vilka ar de? (4 p)

a) Sensitivitet = 90%.

b) Sensitivitet = 10%.

c) Sannolikheten for falsk positiv = 5%.

d) Positivt prediktivt virde = P(D + |T+) = 90.05 %
e) Specificitet = 95%

f) Sensitivitet = 95%

Uppgift 4
En logistisk regression av formen
ebotpiz

pzzp(yzlw):w

betraktas. Variablerna Y och z &r binéra, och har virdena 0 och 1.

i) Lat OR beteckna oddskvoten for p, ndr x = 1 och x = 0 (t.ex. oddskvoten for dod i
hjartsjukdom for rokare v.s icke-rokare). En av de féljande utsagorna &r sann. Vil-

ken? (2 p)
a) OR = 51.
b) OR = €.
d) OR = e 7.
e) OR = e,

ii) En av de f6ljande formlerna &r sann. Vilken ? (2 p)
a) P(Y =0|2) = g

b) P(Y =0 | x) = ellothio),
d) logit(po) = Fo.
e) logit(po) = 1ro=m -

Uppgift 5

Lat A och B beteckna tva héndelser. Givet &r P(A) = 3/5, P(B|A) = 2/3 och P(B|A°) =
1/3, dédr A€ betecknar komplementet till hdndelsen A.

Avgor om A och B ar beroende héndelser. (4 p)
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Uppgift 6

Progeri eller progeria ar en ovanlig sjukdom som gor att kroppen aldras i fortid. En grupp
av kliniska forskare métte pulsvagshastigheten (PWV) hos 18 barn som diagnosticerats med
en aggressiv form av progeria. PWYV &r ett standardmatt pa arterial styvhet som tilltar med
aldern. De erhéll foljande data (i meter per sekund m/s)

188 176 175 16.0 14.8 14.1 13.76 13.1 129
129 124 101 93 9.1 83 83 79 72

For friska barn anses ett varde pa PWV 6ver 6.6 vara onormalt.

a) Vi ér intresserade av p, medelvirdet for populationen av alla barn som diagnosticerats
med progeria. Var nollhypotes ar

H,: =66

vilket séger att det inte finns nagon skillnad i PWV mellan friska barn och barn med
progeria. Vilken mothypotes/alternativ hypotes maste vi rimligen ta? (1p)

b) I figuren ser Du boxplotten for dessa data.
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Varfor kan denna plott tas som motivering for att vi kan anta normalférdelning for
vara data? (1p)

c) Som teststorhet anvinder vi (Z dr medelvirdet och s dr standardavvikelsen for datat)
,_T—66
s/V/18

Under antagandet om oberoende normalférdelade data x, vilken fordelning har ¢? (1 p)
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d) Kommer H, att forkastas eller ej pa signifikansnivan 0.0017 Ledning: Jamfor det nume-
riska véirdet pa t mot en lamplig kvantil for férdelningen i c). (1p)

Uppgift 7

Vi studerar farmakokinetiken hos en diabetesmedicin. Innan denna medicin kan godtas av
likemedelsmyndigheterna, maste man veta, hur kroppen absorberar och utséndrar den. Di-
abetespatienter gavs en dos pa antingen 1 mg eller 2mg av denna medicin och medicinens
maximala plasmakoncentration (i nanogram per milliliter, ng/ml) utvirderades. Resultatet
sammanfattas i tabellen nedan.

lmg n; =32 =761 =13
2mg no =32 y=156,5, =42

Fragan lyder: &r den maximala plasmakoncentrationen beroende av dosen? Lat p; vara det
okéanda populationsmedelvirdet for den maximala plasmakoncentrationen for dos 1 och ps
vara det okédnda populationsmedelvirdet for den maximala plasmakoncentrationen for dos
2. Vi stéller upp foljande hypoteser.

H,: = po

och
Hy :pn < pio.

Vi antar att det handlar om oberoende data z fran normalférdelningen N (j1, %) och obe-
roende data y fran normalférdelningen N (s, 0%), diir medelvirdena och den gemensamma
variansen &dr okénda.

Avgor pa signifikansnivan 1 % om det finns dosberoende i den maximala plasmakoncent-
rationen, d.v.s, om hogre dos leder till storre hégre koncentration. (4 p)

Uppgift 8

I polymeraskedjereaktion (PCR) férekommer, vad som kalls pa engelska misincorporation
rate, varvid en bas annan &n den komplementira mot DNA -mallen (templatet) adderas till
3'-anden av den string som utvidgas.

En data-analytiker testar en polymeraskedjereaktion under vissa villkor. Efter ett antal cyk-
ler i fem forsok kan hen observera foljande andelar av PCR fragment fria fran ndmnda
misincorporation.

T = 077, To = 082, T3 = O.92,[E4 = 094, Ty = 0.98.

Data-analytikern modellerar dessa méatvarden som oberoende utfall av en stokastisk variabel
X med téathetsfunktionen,

fx(z) =

Gzt om0 <z <1,
0 for ovrigt,

dar 6 > 0.
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Hérled Maximum Likelihood-skattningen (ML-skattningen) av € och berdkna den nume-
riskt for de givna méatvirdena. I figuren nedan har data-analytikern plottat for dessa
métviarden den naturliga logaritmen av likelihoodfunktionen som funktion av 0 i ett
visst intervall.

6-1 T T T T T

59

5.8

5.7

5.6

55 | | | | |

(4 p)

Lycka till!
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Uppgift 1

i) Lat X = antalet celler som &r infekterade. Foljande utsagor ar sanna.

b) X ~ Bin(20,0.2): samma tva alternativ vid varje forsok, samma sannolkhet for
lyckat forsok vid varje forsok, et pa forhand givet antal forsok.

e) E(X)=4,ty E(X)=20-0.2=4nir X &r binomialférdelad Bin(20,0.2).

ii) ¢) De sma talens lag.

Uppgift 2

i) Det ritta alternativet ar
b) Talet 0.27 &r en populationsparameter for stickprovet.
ii) Det rétta alternativet &r

c) /0.27-0.73/50.

iii) b) X ~ Bin(50,0.27). 50 - 0.27 - 0.73 = 9.8 ~ 10. Vi anvénder en appproximation med
en normalférdelning, och p = X/50 &r approximativt ~ A(0.27,0.27 - 0.73/50).

P(X/50 > 0.25) = 1 — P(X/50 < 0.25) =

X/50 — 0.27 0.25 — 0.27 0.25 — 0.27
—1-1-P < =1-0
V/0.27-0.73/50 — 1/0.27-0.73/50 /0.27 - 0.73/50

[ 025021
/0.27-0.73/50

=1—®(—0.3185) = 1 — (1 — ¥ (0.3185)) = ¥ (0.3185) = 0.6249 ~ 0.625.

Uppgift 3
Sensitivitet = P(T + |D+) = 52 = 0.95. Spemﬁmtet = P(T — |D-) = &% = 0.90.
Sannolikheten for falsk positiv = P(T + |D—) = 2= +5 = 0.10. Positivt prediktivt virde
P(T + |D+)

= P(D+|T+) = —95/(95 4 10) = 0.905.

P(T+)
Detta ger
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d) Positivt prediktivt virde = P(D + |T+) = 90.05. Sant. %

f) Sensitivitet = 95%. Sant.

Uppgift 4
En logistisk regression av formen
ebotpiz

betraktas. .

P(Y:()’l’):l—P(Y:l‘x):W

Odds med x = 1 ar

Odds med z = 0 ar

PY=0]0) ©
Detta ger
P(Y=1|1)
_ PY=0l) g
OR = P(y=1/0) — e’
P(Y=0/0)
Dessutom P(Y =10))
. Po =
=Ine® = g,.
i) b) OR = €% ir en sann utsaga.
ii) Den sanna formeln &r
d) logit(po) = Bo.
Uppgift 5

Forst bestams

2 2
P(AOB):P(B|A)P(A):—-§:—.
3 5 5
Pa samma satt fas
1 3 1 2 2
PANB)=P(BIAYP(AY==.-(1—-2)==+ == —.
(ANB) = P(BIA)P(A) =1 (1~ D) =12 =2
Salunda far vi att
2 2 8

P(B)=P(ANB)+P(A°NB) =2+ — = —.
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Eftersom P (AN B) = 2/5, medan

3 8 8 2
P(AAP(B) == —=— #—
(4) P (B) 5 15 25 7 5’
sa ar hiandelserna A och B beroende.
Uppgift 6

a) Vi dr intresserade av p, medelvérdet for populationen av alla barn som diagnosticerats
med progeria. Var nollhypotes ar

H,: n=6.6
Mothypotesen ar
H,:p>066
for att vi vill veta huruvida barn som diagnosticerats med en aggressiv form av progeria

har ett onormalt hogt viarde pa PWV.

b) Inga utliggare férekommer. Data dr nagorlunda symmetriskt beldgna i forhallande till
medianen i ladagrammet.

c)
_T—6.06
s/V/18
d) Vi har fran uppgiften att £ = 12.44 och s = 3.638.
T — 6. 12.44 — 6.
p= 1200 66 _ 6.8106.
s/v/18  3.638/y/18

Det ensidiga kritiska omradet ges av t001(17) = 3.65. Vi ser att ¢ = 6.8106 > 3.65,
och nollhypotesen forkastas pa signifikansnivan 0.001.

~ (18 — 1) = #(17).

Uppgift 7

Detta &r stickprov i par. Vi bildar ett konfidensintervall for skillnaden py — pq. Formlerna i
formelsamlingen ger skattningen av den gemensamma variansen som

5 (mp—1)s?+ (ny—1)s3 311324 31 -422

S .+ 1y — 2 324322
och
s = 31.0886.
Konfidensintervallet blir
1 1
[MQ*,UJ:y_f+t0‘01(32+32_2)'8' — 4+ —.
nq N9

Fran tabellen tQ 01 32 + 32 — 2) ~ to ()1 60 = 2.39.

1 / /
— 4+ — = 31.0886 - = 31.0886 - = 31.0886 - — = 7.7721.
no

Detta ger konfodensintervallet

Lip—y, = (156 — 76 + 2.39 - 7.7721, +00) = (98.5753, 400).
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Nollhypotesen forkastas pa signifikansnivan 1 % , ty vérdet us — gy = 0 ingar inte i
det observerade intervallet /,,_,,. De tillgdngliga data ger den statistiskt sékerstallda
slutsatsen att hogre dos leder till storre hogre koncentration.

Uppgift 8
Helt generellt har vi Likelihoodfunktionen
L(0) = [x1 %0, X0 (X152, -+ ) = fx, (21) [xp (2) - -+ fx, () = 0" (21 - 2. .. '%)9_1-

Som vanligt 16nar det sig att ta den naturliga logaritmen och detta ger
InL(6) = nln(0) + (6 — 1) > _ In(x;).
j=1

Derivering ger

dIn(L(0) n
T) =g jzlln(xj)

och 16sning av dIn(L(#))/df = 0 m.a.p. 6 ger ML-skattningen

Inséttning av siffrorna (n=>5)
1 =0.77,20 = 082,23 =0.92, 24 = 0.94, x5 = 0.98.

ger
~ 1

Brte = —
l %(111(0.77) 4 10(0.82) + 1n(0.92) + In(0.94) + In(0.98))

= 7.9965 ~ 8.0,

vilket d&ven bekriftas med en visuell granskning av den plottade loglikelihoodfunktionen.



