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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1911, STATISTIK FOR BIOTEKNIK
Torsdag den 13 april 08:00-13:00.

Ezxaminator: Timo Koski, 70 — 237 00 47.
Kursledare: Timo Koski, — 790 71 34 .

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling for SF911, Mathematics Handbook (Beta),
hjalpreda for minirdknare, minirédknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrikningar skall vara sa
utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 8 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 4 poéng.
Grénsen for godként &r prelimindrt 16 podng (ev. bonuspoidng inrdknade). Mojlighet att
komplettera ges for tentander med, preliminért, 14-15 poang. Tid och plats for komplettering
kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har
ratt att komplettera.

Tentamen kommer att vara rattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer
att finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.
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Uppgift 1

Betrakta Q-Q -kurvorna for fyra olika dataméngder i figurerna 1-4 nedan, svarande mot a)
- d), respektive.

i) Vilken av dessa Q-Q kurvor svarar mest mot en normalférdelad dataméngd? Svara med
ett av alternativen a) - d). (2 p)

ii) Motivera kortfattat Ditt svar i i). (2 p)

Normal Probability Plot
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Figur 1: Q-Q -kurva a)
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Figur 2: Q-Q -kurva b)
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Normal Probability Plot
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Figur 3: Q-Q -kurva c)
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Figur 4: Q-Q -kurva d)

Uppgift 2

Blodgruppen ABRhD- ér relativt séllsynt, 1% av befolkningen i Sverige uppges ha den-
na blodgrupp. Det forekommer en viss geografisk variation. I blodcentralerna i Stockholm
uppskattas det genomsnittliga antalet blodgivare med blodgrupp ABRhD- per dag till 0.2.
Lat nu X = antalet blodgivare med blodgrupp ABRhD- per dag i Stockholm. Tre procent
av stockholmarna, ca. 35 000 individer for ett par ar sedan, ar blodgivare enligt webbsidan
Geblod.nu.

Vi tar som var modell att X ~ Poi(0.2).

i) En av de foljande matematiska principerna/satserna innehaller en korrekt motivering till
den valda modellen. Vilken? Svara med ett av alternativen a) - d). (1p)

a) Centrala griansvirdessatsen.
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b) De sma talens lag.
c) Rare Event Principle.

d) De stora talens lag.

ii) Motivera kortfattat Ditt svar i i). (1p)

iii) Vad &r sannolikheten for att blodcentralerna i Stockholm under en slumpméssigt vald
dag kommer att motta ett antal blodgivare med blodgrupp ABRhD-, som 6verstiger
sju ganger vintevirdet? (2 p)

Uppgift 3

Ett diagnostiskt test for en viss sjukdom &r enkelt att genomfora och ger snabbt svar. Dess
provtagningsutrustning séljes over apoteksdisken, dock endast i USA. Saledes kan en en-
skild amerikan lagligen utféra testet utan medverkan av professionell sjukvard. Metoden
har sensitiviten 0.9 och specificiteten 0.85. Sjukdomen forekommer med sannolikheten 0.1
(=prevalence) i en viss hogriskgrupp i ett storstadsomrade i USA.

a) Vad ér testets PPV (=positive predicted value) d.v.s den betingade sannolikheten for
att en pa mafa vald individ ur denna riskgrupp, som testat sig, har sjukdomen, givet
att det diagnostiska testet gav ett positivt resultat? (3 p)

b) Anta att samma test anvinds av en hogriskgrupp med en annan prevalence (t.ex. pa
ett annat storstadsomrade i det stora landet i vést). Forklara vad det &r som gor att
PPV kommer att dndras. Inga berdkningar erfordras. (1p)

Uppgift 4

Kvinnor har tva X-kromosomer medan mén har en X-kromosom och en Y-kromosom. Ett
barn drver en slumpméssigt vald X-kromosom av sin mor och en slumpmassigt vald X- eller
Y-kromosom av sin far. Barnets kon avgors av vilken kromosom som barnet drver av sin far.
I denna uppgift studerar vi det defekta fargseendets genetik.

Den vanligaste formen av defekt fargseende dr nagon variant av rod-gron fargblindhet. Detta
innebér att individen med denna defekt endast med svarighet, eller inte alls, kan se skillnaden
mellan rétt och gront. Detta forekommer hos 8 % av alla mén och 1 % av alla kvinnor och
arvs konsbundet recessivt.

e En kvinna har réd-grén fargblindhet om bada X-kromosomerna innehaller ett anlag
for rod-gron fargblindhet.

e En man &r rod-gron fargblind om den enda X-kromosomen innehaller ett anlag for
rod-gron fargblindhet.

Lat K beteckna en icke rod-gron fargblind kvinna. Antag att sannolikheten for att en av K':s
X-kromosomer innehaller ett anlag for rod-gron fargblindhet dr 1/3 och att sannolikheten
for att ingen av K:s X-kromosomer innehaller nagot anlag for rod-gron fargblindhet ar 2/3.
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Beridkna sannolikheten for att K':s barn inte drver nagot anlag for rod-gron fargblindhet
av sin mor.

(4 p)

Uppgift 5

X1 ~ N(2,0%), Xy ~ N(2,0%), X3 ~ N(2,6%), och Xy ~ N(5,0?%). Dirtill ir X, Xy, X3,
och X, dven oberoende av varandra. Bilda

— de 1
X2 (X + X+ X;5)

3
och B
Y E X, - (X +3).
Bestam FE(Y) och D(Y). (1p)
Vilken fordelning har Y7 (1p)

Berikna P(|Y| > 0.5), om ¢ = 1. Svaret forvintas omfatta bade en siffra for den sokta
sannolikheten och en formel for samma sannolikhet som innehaller bl.a. ®(z) for ett
varde pa x, som &r specifikt for uppgiften. (2 p)

Uppgift 6

For att bestamma véntevardet av en viss molekyls vikt later kemiprofessorn sina 15 dok-
torander gora var sin métserie pa denna molekylvikt och later sedan var och en bilda var
sitt 95%-iga konfidensintervall for vintevirdet av molekylvikten utgaende fran respektive
métserie. Doktoranderna arbetar oberoende av varandra, de &r sinsemellan lika duktiga ke-
mister och det forekommer t.ex. inget systematiskt fel pa méatningar gjorda av nagon av
doktoranderna, de har till sitt forfogande helt likvéirdiga laboratorieutrustningar och de
behérskar och implementerar den relevanta statistiska metodiken felfritt.

a) Lat X vara antalet konfidensintervall som inte técker 6ver det rétta vintevirdet. Vilken
fordelning har X? Motivera koncist Ditt svar. (2 p)

b) Vad ér sannolikheten for att minst tva av dessa konfidensintervall inte técker 6ver det
ratta vantevardet? (2 p)

Uppgift 7

I den organiska kemin spelar sméltpunktsbestdmningar en stor roll for identifierig av en
substans eller for bedéomning av dennas renhet. For att underséka om renheten hos tva
olika partier av hydrokinon skiljer sig at tar man dérfor atta prover fran vardera partiet och
bestdmmer sméltpunkten for vart och ett av dessa prov.

Sméltpunkt
Parti 1 174.0 173.5 173.0 173.5 171.5 1724 173.5 173.5
Parti 2 173.0 173.0 172.0 173.0 171.0 172.0 171.0 172.0
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Vi dr intresserade av fragan, huruvida partierna kan anses skilja sig at.
Vi utvecklar féljande modell. xgl), cee xél) och x?), e ,ng) ar de uppmaétta sméaltpunkterna i
parti 1 respektive parti 2. Dessa tas som observationer av stokastiska variabler X 1(1), o X él)

respektive XfQ), . XéQ) (alla oberoende), med fordelningar N (py, 0%) respektive N (2, 02).
a) Din nollhypotes blir klart att
Ho @ py —po = 0.
Vad &r H,? (1p)

b) Bilda ett lampligt ett konfidensintervall for provning av nollhypotesen. Vilj signifikans-
nivan 5%. Ange tydligt vad slutsatsen &r.

Rdknehjdlp:
2 (n1 = 1)sT + (np — 1)s3
B ny + ng — 2 ’
ny=noe =8, 7 = 173.11, o, = 172.12, 517 = 0.80256, s; = 0.83452. (3 p)

Uppgift 8

Vi studerar vikterna (kg) hos poppeltrad pa fem olika odlingar. Fyra olika behandlingar av
de fem vaxtmarkerna skall jamforas. De observerade vikterna ges i féljande tabell:

Behandling Observationerna

Godningsmedel och konstbevattning 2.03 0.27 0.92 1.07 2.38 y, = 1.334 s; = 0.859
Konstbevattning 0.23 0.04 0.34 0.16 0.05 7y, =1.64 s9=0.126
Godningsmedel 1.34 0.14 0.02 0.08 0.08 7y = 0.332 s3 =0.565
Inget 0.15 0.02 0.16 0.37 0.22 gy, =0.184 s4 =0.126

Har &r y; och s; stickprovsmedelvéirdena och and standardavvikelserna for behandling ¢ =
1,2, 3,4, respektive.

Du bestammer dig for signifikansnivan a = 0.05. Du anvénder ett statistiskt programpaket
for ANOVA och far foljande utskrift (display):

Source df SS MSS
Between treatments 3 4.6824 1.5608
Within treatments 16 4.3572 0.272

Total 19 9.0397
Test statistic F = M (between treatment) _ 5 931, ), — 0007 Fy = 3.24. (End of display)

MS(within treatment)

i) Vilket av foljande pastaenden om ANOVA é&r rétt ? Svara med ett av alternativen a) -d).

a) Nollhypotesen #r att alla populationsmedelvirdena som svarar mot de fyra be-
handligarna &r lika med varandra och att de motsvarande varianserna &r lika med
varandra.

b) Nollhypotesen &r att alla populationsmedelvéirdena som svarar mot de fyra behand-
ligarna &r lika med varandra.
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c) Nollhypotesen forkastas endast om data visar att alla populationsmedelvirdena ar
olika.

d) Nollhypotesen forkastas om data visar att varianserna som svarar mot de fyra
behandlingarna &r olika.

(2 p)

ii) Vilket av foljande pastaenden om ANOVA- tabellen ovan &r ritt ? Svara med ett av
alternativen a) -d).

a) Foy = 3.24(= Fy05(3,16)) ar det virde pa teststatistikan F' for vilket p-virdet
= 0.05.

b) Vi kan inte forkasta nollhypotesen pa basis av dessa data pa signifikansnivan 5%.

c) p-véardet = 0.007 innebér att nollhypotesen &r sann med sannolikheten 0.993.

d) Det &r uppenbart redan fran observationsdata att véxtmarken nr 1 &r gynnsam-
mare for poppeltrid dn de andra vixtmarkerna. P.g.a. att s? = 0.859? = 0.7379,
variansen svarande mot vixtmarken nr 1, ar stérre &n den gemensamma variansen
0.272 i tabellen, forkastas nollhypotesen pa basis av dessa data pa signifikansnivan

5%.
(2 p)

Lycka till!
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Uppgift 1

Svar i) c).

Svar ii) Datapunkterna i c) ansluter sig bést till den roda réta linjen i diagrammet c).

Uppgift 2

Svar i) b).

Svar ii) Det ar fragan om en héndelse av en mycket lag frekvens i en stor population
(=Stockholms invanare eller blodgivarna i Stockholm (?)).

iii) X ~ Po0i(0.2). Den sokta sannolkheten &r, ty E(X) = 0.2, se formelsamlingen,
PX>7-EX)=P(X>7-02)=P(X>14)=P(X >1)

ty X har de ickenegativa hela talen som véirdeférrad. Med komplementregeln och for-
melsamlingen fas

P(X>1)=1-P(X <1)=1-0.98=0.02.

Med matlab

>> 1-poisscdf(1,0.2)
ans =

0.0175

Svar iii): PPV=0.4 .

Uppgift 3
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Svar a) Infor foljande beteckningar: D+ = sjukdom; D— = ingen sjukdom; T+ = positivt
resultat i testet; T'— = negativt resultat i testet; Enligt uppgiften vet vi att

P(D+)=0.1, P(T+|D+)=0.9, P(T—|D+)=0.1och P(T— | D—) = 0.85,

P(T+ | D—) = 0.15.

Vi soker den betingade sannolikheten for att en pa mafa vald individ ur denna risk-
grupp, som testat sig, har sjukdomen, givet att det diagnostiska testet gav ett positivt
resultat. For att bestdmma denna sannolikhet utnyttjar vi Bayes’ sats, som ger

T+ | D+)- P(D+)
P(T+)

P(D+ | T+) = il

Enligt lagen om total sannolikhet fas
P(T+) = P(T+ | D+)-P(D+)+P(T+ | D—)-P(D—) = 0.9-0.140.15-(1—0.1) = 0.225,
ty P(D—) =1 — P(D+). Detta ger

0.9-0.1
0.225

P(D+|T+) = =04

Svar a): PPV=0.4 .

Svar b) Sensitivitet och specificitet beror pa testet och den teknologi som anvénds av till-
verkaren och dndras ej av 6vergang till en person fran en annan stad. I en annan stad
kommer prevalensen = sannnolikheten for att hitta en infekterad bland en riskgrupp,
ha &ndrats.

Uppgift 4

Lat BA beteckna héndelsen att K &r barare av anlaget och F'A héandelsen att K for anlaget
vidare till sitt barn. Vi har da foljande sannolikheter givna i uppgiften:

P(BA) =1/3
och darmed har vi dven att P((BA)°) =1— P(BA)=1—1/3 =2/3, samt att
P(FABA)=1/2, och  P(FA|(BA)) = 0.

Lagen om total sannolikhet ger nu att
P(FA)=P(FA|BA)P(BA)+ P(FA|(BA)*)P((BA)°) =

och dérfor &r sokt sannolikhet P((FA)¢) =1— P(FA)=1-1/6=5/6.
Svar: Sannolikheten att K:s barn inte drver nagot anlag for fargblindhet av sin mor &r 5/6.

Uppgift 5
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E(Y) och D(Y): Enligt formelsamlingen vet vi att

B(X) = 3 (B(X) + B(X;) + B(X;)) = 5(24242) =2

Detta och véntevirdets egenskaper for linjara kombinationer ger

E(Y)=E(Xy) - E((X)+3)=E(X4) — (E(X)+E3)=5-2-3=0.

Vi har D(Y') = /Var(Y).
Var(Y) = Var(Xy) + (—1)*Var(X + 3) = Var(X,) + Var(X)
p.g.a. oberoendet, och

0.2

Var(X) = (%)2 (Vax(X,) + Var(Xs) + Var(Xs)) = Z-.

igen p.g.a. oberoendet. Saledes ar

4
Var(Y') :U2+% = 5-02.

Svar: E(Y) =0, D(Y) = 22,

Fordelningen for Y ar N (0,%1 - 0?), ty Y dr en linjir kombination av fyra oberoende
normalfordelade variabler med vanteviarde och varians som berdknats ovan.

Berikningen av P(|Y| > 0.5), om o = 1 gar t.ex. sa hér.
P([Y]| > 0.5) = 1-P(]Y]| < 0.5) = 1-P(~0.5 < Y < +0.5) = 1-P(~0.5 < Y < +0.5).
Vi har
P(-05<Y <+405)=P (ﬁ < % < —5)
3

och med o =1
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Anta

Svar

- (L-Wﬁ) .
2

P(|Y|>O.5)_1—2®<%>+1—2(1—®<%§>>.

%g = 0.4330,

Detta ger

Har

och fran tabellerna
® (0.43) = 0.6664.

Detta ger
P(]Y] > 0.5) = 2(1 — 0.6664) = 0.67

Matlab
>> 2% (1- normcdf ((0.5 * sqrt(3))/2, 0,1))
ans =

0.6650

Svar: P(|Y| > 0.5) = 2 (1 — (O-m)) —0.67 .

2

Uppgift 6

att X ar antalet konfidensintervall som inte tacker over det ratta vantevardet.
a) Vi har foljande:

1. n = 15(= antalet doktorander = antalet kofidensintervall) dr givet pa forhand.

2. Det finns bara tva utfall: konfidensintervallet gjort av doktorand ¢ técker det
sanna vantervirdet eller inte for varje ¢ = 1,...,15.

3. Doktoranderna arbetar oberoende av varandra.

4. Doktoranderna ar lika duktiga som kemister och det forekommer t.ex. inget sys-
tematiskt fel pa métningar gjorda av nagon av doktoranderna, de har till sitt
forfogande helt likvardiga laboratorieutrustningar och de behérskar och imple-
menterar den relevanta statistiska metodiken felfritt.

Pa basis av det ovananférda kan vi resonera sa hér: 1. och 2. och 3. innebér att
vi utfor 15 stycken oberoende forsok med tva varandra uteslutande utfall. 4. medfor
att sannolikheten (= 0.05) for att ett konfidensintervall som inte técker Gver det ritta
vantevardet dndras ej fran ett forsok till annat. Alltsa ar villkoren for att anvénda en bi-
nomialfordelning uppfyllda och X &r binomialférdelad med Bin(n, p) = Bin(15,0.05).

Svar a): X ~ Bin(15,0.05).
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Svar b) Sannolikheten for att minst tva av dessa konfidensintervall inte tédcker 6ver det
ritta vintevardet ar

P(X>2)=1—-P(X <1)=[setab 6; z=1,n=15p=0.05] =1 — 0.82905 = 0.17.
I matlab
>> binocdf(1,15,0.05)
ans =
0.8290
>> 1-binocdf(1,15,0.05)
ans =

0.1710

Svar b): P(X >2)=0.17 .

Uppgift 7

Vi moter hér standardsituationen tva oberoende stickprov fran normalférdelningar med ge-
mensam okénd varians, dvs avsnitt 8.4. i formelsamlingen.

Detta dr hypotespréovning med tva oberoende stickprov. Vi stéller upp hypoteserna Hy och
H,y

Ho: = po

Hy:opy # o
Vi bildar konfidensintervallet

1 1
[HQ*MI = (Eg—flitQ/Q(n1+n2—2)'S' _+_)
ny N2

dar
2 (ny —1)s7 + (ng — 1)83.

n1+n2—2

Med ny = ng = 8, & = 173.11, 7y = 172.12, s, = 0.80256, 55 = 0.83452, 5 = 0.81870,
to.025(14) = 2.14 far vi att 1,,—,, = 0.99 £ 0.88. Eftersom 0 inte ingar i konfidensinterval-
let kan man forkasta H, pa signifikansnivan 5%. Detta innebér att man med 5% felrisk kan

pasta att det foreligger systematisk skillnad mellan de tva partierna vad géller sméltpunkten.

Svar:Vi kan anta att partierna skiljer sig at pa risknivan 5 %.

Uppgift 8
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i) b). Nollhypotesen handlar inte om varianserna. Nér nollhypotesen forkastas anses att
minst ett medelvirde skiljer sig fran de andra, inte alla medelvérden.

ii) a) Detta stdmmer, ty 3.24 = Fpo5(3, 16) enligt Beta sid. 473. Matlab ger
>> p=1-fcdf(3.24,3,16)

p:

0.0500

b) Enligt den givna datorutskriften dr p-viardet = 0.007 < « = 0.05. Alltsa forkastas
nollhypotesen pa basis av dessa data pa signifikansnivan 5%.

c) p-virdet = 0.007 &r sannolikheten for att teststatistikan F' ar storre én eller lika
med dess observerade virde 5.7314, om nollhypotesen ar sann, d.v.s. p = P(F >
5.7314). p-virdet séger ingenting om nollhypotesens sannolikhet att vara sann
eller falsk. Vi har i denna kurs inte heller gett nagon mening at utsagor om
sannolikheten att en hypotes &r sann eller falsk. I matlab

>> 1-fcdf(5.7314,3,16)
ans =

0.0073

d) Pastaendet att vixtmarken nr 1 &r gynnsammare for poppeltrad &n de andra
vixtmarkerna strider inte mot data i tabellen. Hypotesprovning i variansana-
lys involverar emellertid rent matematiskt sett inga resonemang om variansen.
Den slutsats som gors i d) ar inte baserad pa den statistiska metodiken och har
inte signifikansnivan 5% (alternativt, har ingen pavisbar signifikansnivé) utan ar
en helt heuristisk och intuitiv och delvis meningslos utsaga.

Svar: i): b), ii): a)




