&

L,
ZKTHS

VETENSKAP
38 OCH KONST ¢

s

Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1911, STATISTIK FOR BIOTEKNIK
Mandag den attonde januari 2018 14:00-19:00.

Ezxaminator: Timo Koski, 70 — 237 00 47.
Kursledare: Timo Koski, — 790 71 34 .

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling for SF911, Mathematics Handbook (Beta),
hjalpreda for minirdknare, minirédknare.

Inforda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrikningar skall vara sa
utforliga och val motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst
tva siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 8 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 4 poéng.
Grénsen for godként &r prelimindrt 16 podng (ev. bonuspoidng inrdknade). Mojlighet att
komplettera ges for tentander med, preliminért, 1415 podng. Tid och plats for komplettering
kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har
ratt att komplettera.

Tentamen kommer att vara rattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer
att finnas tillgénglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfillet.

Uppgift 1

a) Data pa livslingderna y for proteinerna i proteinfamiljen A visar att livslingderna y &r
tva ganger livsldngderna x for proteinerna i proteinfamiljen B. r,, &r korrelationskoef-
ficienten. Vilken av foljande utsagor i)-v) &r sann? Motivera kortfattat ditt svar. (2 p)

i) ryy = 0.5.

ii) r,, = —0.5.

iii) 7,y = 1.

iv) ry, = —1.

v) Denna fraga kan inte besvaras utan att kolla data.

b) I ett kursprojekt méter man vikten i g och svanslingden i mm hos en grupp vita moss.
Korrelationskoefficienten r mellan vikt och svansléngd blev » = 0.7. Ett spridningsdia-
gram (scatterplot) visar en utliggare, som tydligt placerar sig under de 6vriga punkter-
na. Det visar sig att utliggaren svarar mot en sjuk mus, och darfér elimineras utliggaren

fran projektet. En av foljande utsagor i)-iv) &ar sann, vilken? Motivera kortfattat ditt
svar. (2 p)

i) Virdet pa r dr oférdndrat efter att utliggaren har avldgsnats.

ii) Vérdet pa r véxer efter att utliggaren har avldgsnats.
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iii) Vardet pa r minskar efter att utliggaren har avligsnats.

iv) Denna fraga kan inte besvaras utan att ha tillgang till data.

Uppgift 2
Vi jamfor tva DNA-sekvenser x och y med anpassningen
1 1] U 141
x GATAAGCCCCTGETCOT
y CAAAATCCCCAGTCT

Vi séger att vi har en match, om de tva nukleotiderna i en position dr desamma i de bada
sekvenserna. Har &r dylika match indikerade av |.
Vi antar att nukleotiderna i x och y &r slumpéssigt valda och oberoende av varandra sa
att sannolikheten for en match dr 1/4 pa var och en av de 15 positionerna. Vi antar att
langderna (=15) pa x och y &r givna pa forhand.

a) Lat X; = antalet match i passning av tva sekvenser av lingd 15. En av foljande utsagor
i)-v) &r sann, vilken? (2 p)

i) X; ~Poi(1/4).
ii) X; ~ Ge(1/4).
iii) X; ~ Bin(15,1/4).
iv) X7 ~NB(15,1/4).
v) Xy ~U(1,...,15).
b) Anta att vi gjorde passningen av tva DNA-sekvenser med forlingning av sekvenserna

under i 6vrigt oférdndrade antaganden tills vi far 15 match. Lat X, = antalet positioner
utan match, nir vi fatt 15 match. En av foljande utsagor i)-v) dr sann, vilken? (2 p)

i) Xy ~ Poi(1/4).

il) X5 ~ Ge(1/4).

iii) X, ~ Bin(15,1/4).
iv) Xo ~NB(15,1/4).
v) Xo~U(,...,15).

Uppgift 3

Hardy-Weinbergs lag eller Hardy-Weinbergs jamvikt (HWE) for allelfrekvenser i en popula-
tion kraver ett antal forutsattningar for att gélla. En av foljande i)-vi) ingar INTE bland
forutsattningarna for HWE, vilken?

i) en mycket stor population.
ii) inga mutationer av alleler.

iii) ingen migration in i eller ut ur populationen.
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iv) genetisk drift, d.v.s. &ndringar i de relativa allelfrekvenserna intraffar slumpméssigt.

v) ingen selektion bland genotyperna (d.v.s. ingen skillnad i reproduktionsférmaga mellan
individerna).

vi) parningen ar slumpmissig (random mating). (4 p)

Uppgift 4

Ar 2012 godkiinde likemedelsmyndigheten FDA i USA ett forsta test kit for HIV, OraQuick
In-Home HIV Test, for privat bruk. OraQuick accepterades tack vare en undersokning, dar
4410 vuxna, som tillhérde en riskgrupp, testades med OraQuick. Dessa individer kédnde inte
till, huruvida de var infekterade eller inte. Det sanna tillstandet pa HIV-infektion (D+ =
infektion) eller inte (D—) kontrollerades sedan for var och en av dessa individer med flera
andra medicinska undersokningar.

Nedan har vi resultaten fran denna undersékning. T+ betyder att OraQuick gav resultatet
att HIV-infektion foreligger, och T'— att HIV-infektion inte foreligger enligt OraQuick.

D+ D—
T+ | TP =105 FP=1
T—| FN=8 | TN = 4296

a) En av foljande utsagor i)-iv) dr sann, vilken? (1p)

i) OraQuicks Sensitivity = 0.9875.

ii) OraQuicks Sensitivity = 0.9998.
iii) OraQuicks Sensitivity = 0.9292.
iv) OraQuicks Sensitivity = 0.9502.

b) En av féljande utsagor i)-iv) &r sann, vilken? (1p)

i) OraQuicks Specificity = 0.9875.
ii) OraQuicks Specificity = 0.9998.
iii) OraQuicks Specificity = 0.9292.
iv) OraQuicks Specificity = 0.9502.
c) Pa basis av tabellen ovan riknar vi att den relativa frekvensen for HIV, P(D+), i den-

na hogriskgrupp dr = 0.025. Du far ta detta som givet. Vi har att PPV = positive
predictive value =P(D + |T+). En av foljande utsagor i)-iv) &r sann, vilken? (2 p)

i) OraQuicks PPV = 0.9500.
ii) OraQuicks PPV = 0.9906.
iii) OraQuicks PPV = 0.9650.
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iv) OraQuicks PPV = 0.9700

Uppgift 5

I kvalitetskontroll (QC) vid kundanpassad (eller just-in-time) produktion behandlas ett
métvarde X av en producerad enhet sa att man forst subtraherar produktionsprocessens
medelvirde fran X och dividerar skillnaden med standardavvikelsen. Resultatet kallas i QC
ett Z-virde L.

Vi antar att Z € N(0,1). Vi séger att en producerad enhet ir ”systemiskt avvikande”, om
| Z |> 2.5758. De mot olika producerade enheter svarande Z -viirdena antas vara oberoende
av varandra.

a) Berdkna sannolikheten
pe = P(| Z |> 2.5758).

(1p)

b) Lat nu produktionen 16pa och sétt Y = antalet kvalitetsgranskade enheter, nér den forsta
systemiskt avvikande enheten upptridder, den forsta avvikande enheten medréaknad.
M.a.o. antar Y vérdena 1,2,3, .. ..

Vilken fordelning har Y7 Ligg mérke till att p. ur a) skall inga som en statistisk
parameter i denna fordelning. (2 p)

c) Berikna sannolikheten P (Y > 3). Ifall Du inte 16st del a) av denna uppgift far Du
anvinda (det felaktiga) vardet p. = 0.05. (1p)

Uppgift 6

En bakteriofag ar ett virus som infekterar bakterier. En mikrobiolog studerar en bakterieart
och fragar sig hur antalet infektioner med en viss typ av bakteriofager férdelar sig statistiskt.
Hen odlar ett antal bakterieodlingar och raknar antalet infekterade bakterier per odling. Pa
basis av sina data presenterar hen foljande empiriska sannolikhetsfunktion for X= antalet
infektioner per odling.

Antal infektioner per odling | 0 1 2 3 4 5
Sannolikhet 04 0 0 0.2 03 0.1

a) Berdkna koefficienten VMR = %}%{) utifran denna sannolikhetsfunktion. (1p)
b) Om bakteriofagerna angriper bakterierna slumpmissigt, sa ér en rimlig modell fér X en
Poissonfordelning, m.a.o., X ~ Poi(\). Jamfor resultatet i a) med VMR for Poi()\).

Verkar bakteriofagerna agera slumpméssigt enligt Din bedémning? Vilken nollhypotes
och mothypotes testas hir 7 Motivering av svaret forvéntas. Varfor gors det hér inga
konfidensintervall for VMR ? Vilken statistisk metod skulle kunna ge ett konfidensin-
tervall for VMR ? (3 p)

1j.fr. Lars Sorqvist: Stindiga forbittringar. En bok om resultatorienterat forb#ttringsarbete, verksam-
hetsutveckling och Sex Sigma. Studentlitteratur 2004
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Uppgift 7

Man vill understka halten av kvartsdamm (mg/m?) i luften pa en arbetsplats. Man antar
att méitningarna dr fordelade enligt N(u,0?). Vi gor fem oberoende mitningar och far

x1 = 0.086, x5 = 0.112, x3 = 0.079, 24 = 0.092, x5 = 0.085.
a) Gor ett tvasidigt 95% konfidensintervall for p. (2 p)

b) Ett svenskt hygieniskt grinsviirde for respirabelt kvartsdamm #r 0.1 mg/m?. Vi vill
avgora om det finns anledning till oro pa basis av data ovan. Vi tar nollhypotesen

H,:n=0.1

Mothypotesen &r
H,:p<0.1

Avgor pa signifikansnivan 1 % om halten av kvartsdamm pa denna arbetsplats i ge-
nomsnitt ligger under grénsvérdet. Om konfidensintervallet i a) anvéndes hér, vilken
slutsats skulle man dra? . (2 p)

Uppgift 8

Ett team av elektrokemister gor méatningar av pH-vardet for en kommersiell ldskdryck med
tva olika pH -méitare (egentligen pH-array sensorer)?. Ingen av dessa pH-mitare har ett
systematiskt fel.

DATA: pH-métare 1 producerar métdata xy, ..., z,, med métresultat har som standardav-
vikelse oy och pH-métare 2 ger data vy, ..., y,, med standardavvikelse oo. For skattning av
pH-véardet for drycken bildas

= (ot ot )
r=—(x otz
nq ! !
och
1
g=— (W +...+Yn,)

N2
och dessa kombineras (data fusion pa engelska) genom
ﬁobs =T+ Czﬂ,

dar ¢; och ¢y ar konstanter.

MODELL: Lat xy,...,z,, vara respektive utfall av oberoende X; med E(X;) = p och
D(X;) =0y for i = 1,...,nq, samt att yi, ..., y,, ar respektive utfall av oberoende Y; med
E(Y;) = p och D(Y;) = 05. Da tar vi

o=aX+caY,
dar |
X=—(X1+...+X,)
n
_ 1
Y=—M+...4Y,,).
na

Da ar Jigs ett utfall av .

2Yi-Hung Liao & Jung-Chuan Cho: Comparison of pH Data Measured with a pH Sensor Array Using
Different Data Fusion Methods. Sensors (Basel). 2012; 12(9): 12098—12109.
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a) Berdkna ) )
E() = E(aX + «Y).

Hur bor konstanterna c; och ¢y véljas sa att E(u) = u? (2 p)

b) Berédkna ) )
Var(n) = Var(aX + (1 —a)Y).

Hur bor konstanten ¢; véljas sa att Var(i) minimeras? (2 p)

Lycka till!
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TENTAMEN I SF1911 STATISTIK FOR BIOTEKNIK.
Mandag den attonde januari 2018 14:00-19:00.

Uppgift 1

a) iii) r,, = 1, om sambandet &r en exakt rét linje y = 2z. r,, = 1 p.g.a. att 2 > 0. (Ett
komplett svar ingar i Problem 1.5.6.).

b) ii) Vérdet pa r véxer efter att utliggaren har avldgsnats, ty utliggaren placerade sig
under de ovriga punkterna och r &r positiv.

Uppgift 2

a) iil) X; ~ Bin(15,1/4).
b) iv) Xy ~ NB(15,1/4).

Uppgift 3

iv) genetisk drift, d.v.s. &ndringar i de relativa allelfrekvenserna intréffar slumpméssigt.

Uppgift 4

D+ D—
T+ | TP =105 FP=1
T—| FN=8 | TN = 4296

a) iii) OraQuicks Sensitivity = 0.9292, ty Sensitivity &r = P(T + |D+) = %.

b) ii) OraQuicks Specificity = 0.9998, ty Specificity = P(T — |D—) = %

c) i) OraQuicks PPV = 0.9500.
ii) OraQuicks PPV = 0.9906.
iii) OraQuicks PPV = 0.9650.
iv) OraQuicks PPV = 0.9700
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PPV= Positivt prediktivt virde
P(T + |D+)P(D+)
P(T+)

Har &r P(T+) = P(T+|D+)P(D+)+ P(T + |D—)P(D=). Vihar P(T +|D—) = 40~ =
1/(1 4 4296) = 0.0002. Detta ger

— P(D+|T+) = = 0.9292 - 0.025/(P(T+).

P(T+) = P(T+|D+)P(D+)+P(T+|D—)P(D—) = 0.9292-0.025+0.0002-0.9975 = 0.0234.

Saledes ar

PPV — 0.9292 - 0.025
0.0234

vilket &r ii), bortsett fran tryckfel i tentan.

= 0.9927,

Uppgift 5
a) Vi har att
pe=P(| Z|>25758) = P(Z < —2.5758) + P (Z > 2.5758)
och p.g.a. symmetrin hos fordelningen for Z fas
=2.-P(Z >25758) =2-0.005=0.01.

ty 2.5758 = Ag.o5 enligt Tabell 2 i Formel- och tabellsamlingen.
b)

Y = antalet kvalitetsgranskade enheter t.o.m. den forsta systemiskt avvikande enheten upptréder,

ar en Geom(p.)-fordelad stokastisk variabel, dér p. = 0.01 enligt del b).

c) Den betraktade hindelsen Y > 3 ér i sjdlva verket lika med héndelsen att fa forst tva
icke-systemiskt avvikande Z-véarden efter varandra:

P(Y >3)=(1-p.)*=0.99? ~ 0.98.
Om vi vill checka detta mer omsténdligt med utnyttjande av sannolikhetsfunktionen
for ffg(p), kan vi observera att
PY>3)=1-P(Y <2).
Eftersom py (k) = (1 — p.)*"'p., med k = 1,2, ..., har vi att

P(Y <3)=> py(k) = (1—p)* 'pe
k=1 k=1
=P+ (1 - pc)pc-

Saledes
PY>3)=1-P(Y <2)=1-p.—(1—p)pe

=1- 2pc +p(2; = (1 _pc)Q-
P(Y > 3) = 0.98.
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Uppgift 6

a) Fran tabellen
E(X)=0-054+1-0+2-0+3-02+4-03+5-0.1=23.

E(X*)=0*-05+1-0+2*-0+3%-02+4%-0.3+5*-0.1 =9.1.

Saledes ar

Var(X) = B(X?) — B(X)? =9.1 — 2.3 = 3.81.
Detta ger VMR(=Variance -to - Mean -Ratio) som

VMR = 3.81/2.3 ~ 1.66

b) Om X ~ Poi()), sa fas enligt formelsamlingen VMR = 3 = 1. Jamfor resultatet i a)
med VMR f{6r Poi()). Vi viljer nollhypotesen

>

H,: VMR=1
och mothypotesen
H,: VMR # 1,
ty nollhypotesen svarar mot Poissonfordelningen. Vi har teststatistikan
Var(X)
E(X)

Observera att denna kvot ar en statistika, ty dess numeriska virde bestdms utifran
data via den empiriska sannolikhetsfunktionen.

Det finns inga konfidensintervall hér, ty ingen levande eller bortgangen statistiker har
framstéllt nagon exakt eller ens en analytiskt hérledd approximativ férdelning for
teststatistikan v;rg?()‘ Det observerade véirdet = 1.66 pa VMR ér ratt langt ifran vérdet
= 1, saledes verkar det enligt en rimlig bedémning som att bakteriofagerna inte agerar
slumpmaéssigt.

Bootstrap-metoden skulle kunna ge ett approximativt konfidensintervall for VMR
och en hypotesprévning.

Uppgift 7

a) For ett tvasidigt 95% konfidensintervall for p behover vi
x = 0.0908, s, = 0.0127.
Vi har fran tabellsamlingen g 25(4) = 2.78. Dessa ger

I, = T + to.025(4)5,/V/5 = 0.0908 + 2.78 - 0.0127/v/5 = [0.07507, 0.1066]
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b) For

H,:p=0.1

och mothypotesen
H,:p<0.1

ridknar vi ett ensidigt konfidensintervall fér p. Enligt kursens formelsamling bildar vi
den t-fordelade teststatistikan

,_ 101
s2/V/5

Vi har fran uppgiften att £ = 0.0908 och s, = 0.0128.

~t(5—1) = t(4).

,_ -0l 0090801
s./V5  0.0127/\/5
Det ensidiga kritiska omradet ges av —tp01(4) = —3.75. Vi ser att t = —1.6178 >

—3.65, och nollhypotesen forkastas inte pa signifikansnivan 0.01. Det ensidiga
konfidensintervallet &r

= —1.6178.

I, =] — 00,0.1121],

och 0.1 ligger i intervallet. Med dessa data har man inte visat att p ligger under
gransvardet.

Om konfidensintervallet i a) anvéndes hér, ser vi att 0.1 ligger i I, och nollhypotesen
kan ej forkastas pa signifikansnivan 0.05 i ett tvasidigt test.

Uppgift 8

E() = E(aX + YY) = E(X) + E(Y),
ty ¢ och ¢y dr inte stokastiska variabler. Enligt raknereglerna fas

B(X) = nil (E(X1) + ...+ E(Xy,)) = nil —

Pa samma satt fas

Detta innebér att
E(p) = cip+ cop = (1 + c2) .
Om vi alltsa tar ¢; + co = 1, sa géller E(u) = p.

Cl+0221.

b) Utifran a) ser vi att vi kan vélja att minimera

Var(i) = Var(e, X + (1 — ¢)Y)

med bibehallet krav E (1) = p.
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Oberoendet ger
Var(a X + (1 —c))Y) =cVar(X) + (1 — ¢;)*Var(Y).

Men oberoendet ger

_ 1
Var(X) = — (Var(Xy) +... + Var(X,,))
L
1 1 1
_n—%(U%‘F —i—a%):n—%nla%:n—laf
Pa samma satt erhaller vi )
Var(V) = ~o?
ar(Y) n202

Detta innebar att

IR 1 1 1 1
Var(p) = cfn—laf +(1— cl)zn—20§ = C%n—laf + (1 —2¢; + cf)n—Zag.

Om vi deriverar detta uttryck m.a.p. ¢; fas

1 1
L Var(@) = 2¢,—0? — 202 + 2¢,—a2.
e ar(p) = 2¢; o og] " o5+ 2¢1 " o5

V1 satter

d -
d—ClVar(,u) =0,

och l6ser m.a.p. ¢;. Vi far

1 1 1
2¢;—07 — 2—05 +2c,—03 =0
s N9 No

och vi kan dividera bort faktorn 2, sa att

1 1 1
C1 (—a% + —a§> = —05.

n U n2
Detta ger
1,2
L= 0y 72
1— 7T 2 1 2
01t 5,02
Ifall n; = ne och o7 = oy far vi
1
CT — <.
2
vilket kénns naturligt.
12
7502
ng
= ——0——.
I 2, 1 2
_Ul + _0-2




