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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1913 MATEMATISK STATISTIK FOR IT OCH ME
ONSDAGEN DEN 12 JANUARI 2011 KL 14.00-19.00.

FExaminator: Camilla Landén , tel. 790 8466.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Réknare. Extrablad om
icke-parametriska test finns sist i tentamen.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara sa
utforliga och vil motiverade att de &r ldtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva
siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gransen
for godként &r prelimindrt 24 podng. Mojlighet att komplettera ges for de tentander med 22-23
poang. Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Uppgift 1

En maskin fyller en vétska pa flaskor i ett bryggeri. Kontrollmétningar har visat att den pafyllda
volymen kan betraktas som en normalférdelad stokastisk variabel med véanteviarde m och standar-
davikelse o = 4 ml, dir m kan stéllas in av maskinens operator. Pa flaskornas etikett star det att
innehallet &r 330 ml.

(a) Hur bor m véljas for att sannolikheten att en flaska ska fa ett innehall mindre &n 330 ml &r
0.17 (5 p)

(b) Flaskorna stélls i backar med 20 st i varje. Om man véljer m = 332 ml vid pafyllningen, hur stor
ar da sannolikheten for att en back skall innehalla mindre d&n 6600 ml vitska? (Vatskeméngderna
i olika flaskor dr oberoende av varandra.) (5 p)

Uppgift 2

En digitalt kommunikationssystem fungerar sa att en sdndare skickar en spanning som &r antingen
0 volt (for en digital 0:a) eller 1.8 volt (for en digital 1:a). Pa végen till mottagaren stors signa-
len av additivt normalférdelat brus med véntevirde 0 volt och standardavvikelse 0.45 volt. Den
mottagna signalen X &r alltsa sadan att betingat att en 0:a har sénts dr X normalférdelad med
véantevérde 0 volt, och betingat att en 1:a har sdnts dr X normalférdelad med vintevérde 1.8 volt.
Standardavvikelsen for inspanningen &r 0.45 volt i bada fallen.

Beslutskretsen i mottagaren fungerar enligt féljande. Om inspanningen &r stérre dn 0.9 volt fattas
beslutet ”1:a sénd”, och om den &r mindre fattas beslutet att ”0:a sdnd”.

(a) Bestam den betingade felsannolikheten for att beslutskretsen tar beslutet ”0:a sind” givet att
en l:a i sjélva verket séndes. (3 p)

(b) Lat py = 0.4 vara sannolikheten att en nolla dr sénd och p; = 0.6 vara sannolikheten att en
etta ar sind. Bestdm sannolikheten for att en etta faktiskt séndes givet att beslutskretsen tar
beslutet ”1:a sénd”. (7 p)
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Uppgift 3

Ett system bestar av tre komponenter enligt figuren nedan. Systemet fungerar sa ldnge komponent
A och minst en av B och C fungerar.

(a) Antag att komponenterna fungerar oberoende av varandra och med sannolikheter p4 = 0.9,
ps = 0.7 och pc = 0.8. Beridkna sannolikheten att systemet fungerar. (3 p)

(b) Berdkna den betingade sannolikheten att komponent B fungerar, givet att systemet funge-
rar. (4 p)

(c¢) Antag komponenternas livslangder Ty, T respektive T dr oberoende och alla exponentialfor-
delade med vintevirde 1/2 ar. Lat T vara systemets livslingd. Berékna férdelningsfunktionen for
T.

Ledning. Notera att om X &r livslangd for en komponent eller ett system sa é&r
P(X > t)=sannolikheten att komponenten (systemet) fungerar vid tidpunkt t. (3 p)

Uppgift 4

Nedanstaende figur visar avkastningarna, i procent, for aktiefonderna Handelsbanken Sverigefond
och SEB Sverigefond for aren 2003-2010.

Avkastningar: Handelsbanken Sverigefond och SEB Sverigefond
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De numeriska vérdena (i %, fran fondsidorna pa dn.se) &r enligt féljande tabell:

ar 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Handelsbanken 254 10.2 322 229 3.8 -41.0 40.7 239
SEB 295 145 273 228 6.2 418 440 219

Det kan vara intressant att undersoka, speciellt eftersom bada fonderna har samma inriktning
(sverigefonder), om det finns nagon systematisk skillnad mellan deras férvintade avkastningar.

(a) Gor detta, utgaende fran de givna data, med ett test pa nivan 0.05 i en modell baserad pa
normalférdelningsantaganden. Var noga med att ange vilken modell du arbetar med och vilka
antaganden du gor. (5 p)

Antag att man &r osédker pa normalférdelningsantagandet. Genom att ga tillbaka till ar 1995 fas
data for 16 ar. Det visar sig da att av differenserna mellan avkastningarna fér SEB och Handels-
banken &r 9 positiva (ingen differens &r lika med noll) och rangsumman for SEB &r 264.

b) Gor ett icke-parametriskt test, utgaende fran data for 16 ar, av om det pa niva 5% finns nagon
systematisk skillnad mellan fondernas forvéntade avkastningar. (5 p)

Uppgift 5

Lat oss anta att det i branschen for péalsschampoo for hundar finns tva dominerande tillverkare,
A och B, som tillsammans har drygt 50% av marknaden.

Tillverkare A gor en marknadsundersokning i vilken 1000 hundéigare tillfragas, och 184 av dessa
sdger sig foredra schampoo som A séljer. Tillverkare B, som &r den storsta pa marknaden och vill
trycka ner konkurrensen, gor da en egen undersokning i vilken 196 av 500 tillfragade hundégare
sdger sig foredra schampoot fran B. Detta tar tillverkare B som intékt for att i en stor kampanj
pasta att 7 Vart schampoo &ar mer &n dubbelt sa populdrt som nagon annan tillverkares schampoo”.
Vi skall undersoka, ur statistisk synvinkel, om detta haller.

(a) Definiera storheten, eller parametern,

A = andelen hundéigare som foredrar palsschampoo fran B

— 2 x andelen hundégare som foéredrar pélsschampoo fran A.

Anviand tillverkare A:s undersokning for att skatta andelen andelen hundégare som foredrar
pélsschampoo fran A, och tillverkare B:s undersokning for att skatta andelen andelen hundégare
som foredrar pélsschampoo fran B, for att konstruera en skattning A* av A. Rékna ocksa ut denna
skattnings virde for de aktuella data. Det vill séga, i bokens terminologi, ange bade stickprovsva-
riabel och skattning. (2 p)

(b) Berikna variansen av A* uttryckt i lampliga parametrar. (3 p)

(¢) Ange en uppskattning av standardavvikelsen for A*; dvs dess medelfel, for de aktuella da-
ta. (3 p)
(d) Finns det fog for B:s pastaende i kampanjen (jamfor A och B)? Svara pa fragan med hjilp av
ett lampligt konfidensintervall eller test och vélj signifikansniva sjilv. (2 p)
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Uppgift 6

Enligt en modell har en tillverkad enhet fel av typ A med sannolikhet 0.03 och fel av typ B med
sannolikhet 0.07 och A-fel och B-fel upptriader oberoende av varandra.
Man tillverkar n = 3000 enheter och delar in enheterna i kategorier baserat pa deras fel:

Enbart  Enbart Bade

felfria A B A och B
Observationer, x;: 2659 120 210 11 n = 3000
Testa pa niva a = 0.05 ifall modellen &r forenlig med métningarna. (10 p)

Icke-Parametriska Test

e Teckentestet. Lat (z1,v1), (x2,92), ..., (s, yn) vara ett stickprov i par. Bilda differenserna
mellan x-observationerna och y-observationerna och lat ¢ vara antalet ganger differensen ar
strikt positiv. Da dr ¢ en observation av 7' som &r Bin(n,,0.5), under férutsittning att z;
och y; ar observationer ur samma fordelning. Med n, avses antalet differenser som inte ar
noll.

e Wilcoxons Rangsummetest. Lat z1,2y,...,2,, och y1,ys,...,y,, vara tva oberoende
stickprov. Lat r vara rangsumman for z-observationerna, da z-observationerna och y-obser-
vationerna storleksordnats. Da géller att r &r en observation av R for vilken

n1+n2+1
2

) B nlng(nl + Mo + 1)

E(R) =T 12 s

och V(R

under forutséttning att x-observationerna och y-observationerna kommer fran samma férdelning.
Forutom fér sma nq och ny dr R approximativt normalférdelad.
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LOSNINGAR TILL )
TENTAMEN I SF1913 MATEMATISK STATISTIK FOR IT OCH ME
ONSDAGEN DEN 12 JANUARI 2011 KL 14.00-19.00.
Uppgift 1
(a) Satt X = innehallet i en flaska, vilket innebér att X &r N(m,4)-fordelad. Vi vill ha

X —m  330—
0.1:P(X<330):P( 4m< y m).

Av detta foljer att 220" = —Xg 1 = —1.2816 eller m = 330 + 4Xg.10 = 330 + 4 - 1.2816 = 335.13.
(b) Lat X; vara innehallet flaska nr i och lat Y beteckna backens totala innehall, dvs

Y:X1+...+X20.

Eftersom summor av oberoende normalférdelade stokastiska variabler dar normalfordelade sa géller
det att Y &r N (20 -332,1/20 - 4) = N(6640, 17.89)-fordelad. Detta ger

Y — 6640 6600 — 6640 6600 — 6640
P(Y —p =P
(¥ < 6600) ( 1780~ 17.89 ) ( 17.89 )

= §(—2.24) = 1 — 0.98745 = 0.0126.

Uppgift 2

Med X som uppmétt spanning kan vi beskriva beslutskretsen med féljande traddiagram:

X < 0.9, beslut: 70:a”

Do
O:a
sand
D Pot X > 0.9, beslut: "1:a”
X < 0.9, beslut: 70:a”
D1 D1
1:a
sand
P11

X > 0.9, beslut: "1:a”
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Om en 1:a séndes dr X N(1.8, 0.45) och

X-18 09-18 0.9 18
045 = 045 ) ( 0.45 ) (=2)

P = P(X<O.9):P(
= 1 ®(2) = 0.0228.

Detta dr den sokta sannolikheten i a).
Vidare, p1; = 1 — p1p = 0.9772. Givet att en 0:a sdndes dr X N(0, 0.45) och

X -0 - 0.9-0Y\ 0.9—1.8
0.45 0.45 ) 0.45

poo =P (X <09)=P ( ) = ®(2) = 0.9772

och po; = 1 — pgo = 0.0228. (Vi har samma felsannolikhet oavsett utsint bit.) Givet ar att
po = P (0:a séind) = 0.4 p1 = P (1:a sdnd) = 0.6.
Alltsa,

P (1:a sénd och beslut: "1:a”)
P (beslut: "1:a”)
P1-Pu

Po * Po1 + P1 - P11

0.60 - 0.9772
= = (0.9847.
0.40 - 0.0228 + 0.60 - 0.9772 0.9847

P (1:a sénd|beslut: ”1:a sdnd”) =

Uppgift 3

a) Lat A, B och C sta for handelserna att komponent A, B respektive C fungerar och S for att
systemet fungerar. Vi har da att S = AN (B UC) och alltsa

P(S) = P(A N(BU C)) = (oberoendet) = P(A)P(BUC) =
P(A)(P(B) + P(C) — P(B)P(C)) = 0.9 (0.7 + 0.8 — 0.7 - 0.8) = 0.846.

b) Vi séker P(B | §) = %

BNAN(BUC)=BnNAochsaledes &ar P(BNS)=P(BNA)=P(B)P(A)=0.9-0.7 = 0.63.

Det ger oss P(B | S) = o = 0.7447.

¢) Med beteckningar som a) ser vi att P(T > t) = P(S) = P(A)(P(B) + P(C) — P(B)P(C)) =
P(Ty > t)(P(Ts > t) + P(Tc > t) — P(Tg > t)P(Tc > t)). Eftersom T &r exponentialférdelad
ir P(Ta > t) = [ 2e ?"dz = e~ och likadant for de 6vriga komponenternas livslingder. Vi
erhaller déirfor till slut P(Ts > t) = 2% — e75 och fordelningsfunktionen ges av

Fry#)=P(Ts<t)=1-P(Ts>t)=1—-2e "+ % t>0.

. Ndmnaren &r beriiknad i a). Vidare har vi att BN S =

Uppgift 4

(a) Lat @4, ...,xg och yi,...,ys beteckna avkastningarna for Handelsbanken respektive SEB un-
der de atta aren. Eftersom det finns en kraftig samvariation (som &r borsens generella utveck-
ling under de olika aren) sa &r det lampligt att arbeta med modellen stickprov i par. Med nor-
malfordelningsantaganden blir alltsa modellen att med z; = y; — z; 4r z,..., z3 oberoende ob-
servationer fran N(u,o). Uppgiften dr att undersoka om en systematisk skillnad finns, dvs om

p# 0.
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Den = 8 z-virdena ér 4.1, 4.3, -4.9, -0.1, -2.4, 0.8, 3.3, -2.0, vilket ger >_ z; = 1.5, >_ 22 = 80.61,
Z2=0.1875,Q, = > 22 —n" (> 2)? = 80.3288, s* = Q./(n — 1) = 11.4755, s = 3.3876.

Vi vill nu testa Hy : 4 = 0 mot Hy : u # 0. Under vara antaganden &r (Z — p)/(s/4/n) en
observation fran en t-fordelning med n — 1 = 7 frihetsgrader. Satter vi hir p = 0 far vi den
observerade teststorheten 0.1566. Vi skall forkasta Hy om detta tal ar langt ute i svansarna pa
t-fordelningen, nérmare bestamt om |0.1566| > (025(7) = 2.36. Detta &r uppenbarligen inte fallet,
sa Hy kan inte forkastas pa nivan 5%; vi kan inte hitta nagon systematisk skillnad i férvantad
avkastning mellan fonderna.

(b) Teckentest. Om de forvéntade avkastningarna var lika stora borde T'=antalet positiva diffe-
renser vara Bin(16,1/2)-férdelad. Vi har fatt ¢ = 9 som utfall och beriknar sannolikheten att fa
lika extremt (eller extremare) utfall och gor detta ”dubbelsidigt”.

P=P(T <7eller T >9)=2P(T <7)=2-0.40181 ~ 0.80.

Eftersom denna sannolikhet > 5% kan
Hy : 7de forvintade avkastningarna for fonderna ar lika stora” inte forkastas pa nivan 5%.

Uppgift 5

(a) Lat pa och pp beteckna andelen hundégare som foredrar schampoo fran tillverkare A respektive
B, lat ny och ny beteckna antalet tillfragade i de bada undersdkningarna (vi har ny = 1000
och ny = 500) och lat x4 och xp beteckna antalet tillfragade som i undersékning 1 féredrog A
respektive i undersokning 2 foredrog B (vi har x4 = 184 och xp = 196).

Vi kan skatta ps och pp med p% = X,/n; respektive pj;, = Xp/ny, dir X4 och Xp dr de
stokastiska variabler som x4 respektive xp édr observationer av. Som skattning av A kan vi sedan
ta A* = py — 2p%. Med de aktuella data far vi skattningen 196/500 — 2 x 184/1000 = 0.024.

(b) Det &r rimligt att anta att de olika hunddgare som ingick i undesokningarna har asikter som
ar oberoende av varandra. Vi far da X4 € Bin(ny, pa) och Xp € Bin(ng, pg). Eftersom resultaten
kommer fran olika undersokningar #r X4 och Xp oberoende (det hade inte varit fallet om de kom
fran en och samma undersokning), och dérfor géller

V(A%) = V(Xp/ny — 2Xafm) = LEB) (V) _ 2L =pp) | pall = pa)
& A Ny ny

(c) Vi kan fa en skattning av variansen for A* genom att ersitta pa och pp i ovanstaende uttryck
med motsvarande skattningar 196/500 = 0.392 och 184/1000 = 0.184. Detta ger variansskatt-
ningen 0.00108. Roten ur detta, 0.0328, ar en skattning av standardavvikelsen for A*, dvs det ar
medelfelet for denna skattning.

(d) Lat d(A*) beteckna medelfelet for skattningen A*. Under vara forutséttningar pa ni, na, pa
och pg giller att fordelningarna for bade X 4 och Xp kan approximeras med normalférdelningar.
Eftersom A* &r en linjarkombination av dessa tva oberoende variabler kan dven A* anses vara
approximativt normalférdelad. Denna variabel har vintevirde A = pg — 2py, ty E(p’) = pa och
E(py) = pp (bada skattningarna ar vantevirdesriktiga). Darfor géller att (A* —A)/d(A*) ungefér
ar fordelad som en N (0, 1)-variabel.

Pastaendet i kampanjen ar pg > 2pa, dvs A > 0. Vi kontrollerar om det &r rimligt att pasta detta
genom att testa Hy: A =0 mot Hy : A > 0. Om H, ar sann géller saledes att (A* —0)/d(A*) =
0.024/0.0328 = 0.73 &r en observation fran N(0,1). Vi skall forkasta Hy till forman for H; om
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detta virde ligger langt ut i hogra svansen pa f6@rdelningen N (0, 1), mer precist om det &r storre
an t ex 5%-kvantilen \g g5 = 1.64. Detta dr inte fallet, sa det finns inget statistiskt underlag for
vad som hévdas i kampanjen.

Alternativt kan vi gora ett nedat begrénsat approximativt 95%-igt konfidensintervall for A: [A* —
Xo0.05d(A*), 00) = [—0.030, 00). Intervallet innehaller talet 0, och dérfor kan inte Hy forkastas mot
H;.

Uppgift 6
Lat A och B vara héandelserna att en tillverkad enhet har A-fel resp. B-fel. Enligt modellen &r

P(A*nB*) = P(A")P(B")=0.9021
P(AnB*) = P(A)P(B*)=0.0279
P(A*nB) = P(A")P(B)=0.0679
P(ANB) P(A) P (B)=0.0021
sa
Enbart  Enbart Bade
felfria A B A och B
Observationer, x;: 2659 120 210 11 3000
Hypotes, p;: 9021 .0279 .0679 .0021 1
Forvantat, np;:  2706.3 83.7 203.7 6.3 3000
Notera att np; > 5,1 =1,...,4. De observerade antalen jamfors mot de foérvintade med
=~ (2 — npi)?
q= A S A

som om modellen stdmmer dr ett utfall fran en approx. x?(4 — 1) = x?(3)-fordelning. Ur tabell
fas att x3 o5(3) = 7.81. Vi observerar utfallet

4
Z ~MP)” ()83 4 15.74 4 0.195 4 3.51 — 203 > 7.81

=1

sa vi forkastar hypotesen om att A- och B-fel upptriader oberoende med de givna sannolikheterna.



