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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1913 MATEMATISK STATISTIK FOR IT OCH ME
ONSDAGEN DEN 1 JUNI 2011 KL 14.00-19.00.

Examinator: Camilla Landén , tel. 790 8466.

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Réknare. Extrablad om
icke-parametriska test finns sist i tentamen.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utridkningar skall vara sa
utforliga och vil motiverade att de &r ldtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva
siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gransen
for godként &r prelimindrt 24 podng. Mojlighet att komplettera ges for de tentander med 22-23
poang. Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Uppgift 1

a) En forenklad typ av spelautomat innehaller tva roterande hjul som oberoende av varandra
och oberoende varje gang hamnar i nagot av ldgena A, B eller C'. Sannolikheten att hamna i de
tre ldgena &r 0.1, 0.3 respektive 0.6 for vardera hjulet. Automaten ger vinst om de bada hjulen
kommer i samma lage.

Berikna sannolikheten att det vid spel tva ganger i automaten blir forlust vid minst ett tillfdlle. (5 p)

b) Lat den stokastiska variablen X vara N(5,4). Berdkna P(X < 8| X > 3). (5 p)

Uppgift 2

Ett bibliotek har i genomsnitt 78 bestkare en vanlig fredag. Bestdm (ev approximativt) sannolik-
heten att det en vanlig fredag kommer fler &n 90 besokare. Ange vilka antaganden du gor. (10 p)

Uppgift 3

En matematiskt bevandrad taxichauffor har funderat lite 6ver sin situation och kommit fram till
att en kornings ldngd i kilometer kan betraktas som en stokastisk variabel med téathetsfunktionen

Sy 2 1<r<25
— | —— r —XT X
f(x) =14 7000\ 3 ’ ’

0, for ovrigt

Berékna (approximativt) sannolikheten att han efter 100 kérningar har kort mer &n 1100 km. (10 p)
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Uppgift 4

Man ville undersoka om livslingden for en viss typ av glodlampa kunde anses vara exponen-
tialfordelad. Man 14t dérfér hundra lampor brinna tills de gick sénder. Man fann da att den
genomsnittliga livslangden var 906 timmar, 12 glodlampor hade en livslingd pa mer d&n 1500 tim-
mar, 37 hade en livslingd pa mellan 750 och 1500 timmar och 51 hade en livsldngd pa farre &n 750
timmar. Ar det rimligt att utifran dessa data anta att livslingden #r exponentialférdelad? (10 p)

Uppgift 5

I en undersokning om belysningens effekt pa den ménskliga férmagan att genomféra koncentra-
tionskravande arbetsuppgifter gjordes foljande experiment. Nio personer med normal, men vari-
erande, synformaga fick som sin uppgift att sa snabbt som mdjligt dra en tunn trad genom tio
nalsdgon. Detta gjordes bade mot svart bakgrund under ldgre ljusstyrka och mot vit bakgrund
under hogre ljusstyrka. Man métte tiden att fullborda uppgiften. Resultatet blev:

Person nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Hogre ljusstyrka  25.85 28.84 32.05 25.74 20.89 41.05 25.01 24.96 27.47 (sek)
Lagre ljusstyrka  18.23 20.84 22.96 19.68 19.50 24.98 16.61 16.07 24.59 (sek)

Vi antar som modell att observationerna ér oberoende, normalférdelade med samma varians. Vi
antar ocksa att de forvintade tidsskillnaderna dr desamma (= A) for varje person.

a) Gor ett 99.9%:igt konfidensintervall for denna skillnad A. (3 p)

b) Kan vi pa basis av dessa data anse att belysningen har en effekt pa tiden att genomféra den
givna uppgiften? Ge Ditt svar genom att utfora ett statistiskt test pa nivan 0.1% av hypotesen

Hy: A =0 (sek)

mot

Hy: A#0 (sek).
Det skall klart framga om hypotesen forkastas eller ej. (2 p)

¢) Antag att man &r osdker pa normalfordelningsantagandet. Genom att lata ytterligare 10 per-
soner genomfora testet fann man att tidsdifferensen mellan hégre och lagre ljusstyrka var positiv
i 17 fall av 19 (ingen differens var lika med noll) och rangsumman fo6r hogre ljusstyrka var 543.

Gor ett icke-parametriskt test, utgaende fran data fér 19 personer, av om det pa niva 0.1% finns
nagon systematisk skillnad i forvantad tid vid olika ljusstyrkor. (5 p)
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Uppgift 6

Fran en punkt O har man miétt vinklarna AOB, BOC och AOC' och dérvid erhallit vérdena:
43.2°,29.2° och 70.1°. Punkternas ldge framgar av figuren.

De tre métningarna kan uppfattas som utfall av oberoende normalfordelade stokastiska variabler
vilkas vanteviarden overensstdmmer med de sanna vinklarna och vilkas standardavvikelse &ar 2°.
Detta svarar emot att métutrustningen inte har nagot systematiskt fel och att den &r beprovad
sa att man vet standardavvikelsen.

Skatta vinkeln AOB med MK-metoden samt bestim ett 95% konfidensintervall for vinkeln AOB
utgaende fran MK-skattningen. (10 p)

Observera: For att 16sningen ska ge poéng maste alla métningarna utnyttjas.

Icke-Parametriska Test

e Teckentestet. Lat (z1,y1), (T2,92), .-, (s, yn) vara ett stickprov i par. Bilda differenserna
mellan x-observationerna och y-observationerna och lat ¢ vara antalet ganger differensen ar
strikt positiv. Da &r ¢ en observation av T som &r Bin(n.,0.5), under férutsittning att x;
och y; ar observationer ur samma fordelning. Med n. avses antalet differenser som inte ar
noll.

e Wilcoxons Rangsummetest. Lat x;,x9,...,2,, och yi,ys,...,y,, vara tva oberoende
stickprov. Lat r vara rangsumman for z-observationerna, da z-observationerna och y-obser-
vationerna storleksordnats. Da géller att r &r en observation av R for vilken

n1+n2+1
2

. nlng(nl + ng + 1)
12 ’

E(R)=mn och V(R)

under forutséttning att x-observationerna och y-observationerna kommer fran samma férdelning.
Forutom for sma ny och ny dr R approximativt normalfordelad.
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ONSDAGEN DEN 1 JUNI 2011 KL 14.00-19.00.

Uppgift 1

a) Betrakta forst en spelomgang i automaten.
P(vinst) = P(b#gge visar A U bégge visar B U bégge visar C') = {disjunkta héndelser}

= P(bédgge visar A) + P(béagge visar B) + P(bégge visar C') = {hjulen oberoende}
= P(hjul 1 visar A)P(hjul 2 visar A) + P(hjul 1 visar B)P(hjul 2 visar B)
+P(hjul 1 visar C')P(hjul 2 visar C') = 0.1% + 0.3% 4 0.6* = 0.46.
Vi far darfor for bagge spelomgangar:

P(ingen vinst vid nagon omgang) = 1 — P(vinst i bigge omgangar)

= 1 — P(vinst i férsta omgangen N vinst i andra omgangen) = {omgangarna oberonde}

=1 — P(vinst i forsta omgangen)P(vinst i andra omgangen) = 1 — 0.46% = 0.7884.

b)
_P(X<8NX>3) PB<X<8 P(X<8-PX<3)
PX=8[X=23)= P(X > 3) - P(X>3) P(X > 3)
_ (@ (%) " (%)) /o (3;5) — (@(0.75) — (1 — B(0.5))) /B(0.5) ~ 0.6723.
Uppgift 2

Det &r rimligt att anta att X = antalet besokare dr Po(78). Alltsa &r den stkta sannolikheten
P(X >90)=1—- P(X <90) = 1 — Poissoncdf(78,90) ~ 0.0810 = 8.10%.

(Detta fas med TI:s minirdknare.)
Man kan som alternativ anvéinda normalapproximation: X &r approximativt N(78,1/78), sa

X 78 _ 90578
V8 T VT8

P(X >90)=1— P(X <90.5) = P ( ) ~ 1 — ®(1.415) ~ 0.0785 = 7.85%

(med halvkorrektion).
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Uppgift 3

Vi bestammer férst vintevirde och varians for X = en kornings lingd (km, resp km?.)
25
E[X] = / zf(z)dr ~ 10.367,
1

25
E[X?] = / 2? f () dr ~ 142.219,

1
V(X) =~ 142.219 — 10.367° ~ 34.744.

Vi anvénder nu CGS och approximerar totala korlingden av 100 korningar till Y € N(1036.7,1/3474.4).
Den efterfragade sannolikheten &ar alltsa

P(Y > 1100) = normalcdf(1100, £99, 1036.7, v/3474.4) ~ 0.14 = 14%.

Detta fas med TI:s minirdknare. Alternativt kan man naturligtvis anvidnda tabellen fér normal-
fordelningen.

Uppgift 4

Lat X € Exp(A). Da dr E[X] = 1/, sa en skattning av A under hypotesen att X = “livslingden
for en glodlampa ar Exp(A)” ar A = 1/906. Vi far da att P(X > 1500) = e~ 1%0/906 ~ (.1910,
P(750 < X < 1500) = e~70/906 _ ¢=1500/906 ~ () 2460, samt P(X < 1500) = 1 —e~70/906 ~ (0.5630.
Forvintat antal brinntider i dessa intervall dr alltsa 19.1, 24.6, resp 56.3. Vi gor ett y*-test:

(12-19.1)* (37246  (51-56.3)

2
~ 9.39.
19.1 + 24.6 56.3

Q=

Antalet frihetsgrader &ar 1, eftersom vi har en skattad parameter. Med hjilp av minirdknaren far vi
att x2cdf(9.39, £99,1) ~ 0.0022. Vi forkastar alltsa hypotesen med felrisk 0.22% att brinntiderna
ar exponentialfordelade.

Alternativt kan vi naturligtvis se i tabellen 6ver y2-kvantilerna att eftersom 9.39 > 7.88 forkastar
vi hypotesen pa nivan 0.5%.

Uppgift 5

(a) Detta dr hypotesprovning med stickprov i par. Vi betecknar tiderna under lagre ljusstyrka med
x; och tiderna under hogre ljusstyrka med y;. Vi bildar skillnaden mellan dessa som z; = y; — x;,
i=1,...,9. Viser z; som utfall av oberoende normalférdelade stokastiska variabler Z; € N (A, o),
i =1,...,9, respektive. Vi bildar ett konfidensintervall fér A med ¢ -metoden.

Det aritmetiska medelvirdet dr en punktskattning av A med

1 9
2:52%27.60.

Vi skattar o med

9
1
o\ > (2 —2)* =4.1779.

i=1
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(Vid behov kan raknehjilp fas ur formelsamlingen

9

9
d (m—-2?=> 9.7 =139.64)

i=1 =1

Det sokta konfidensintervallet a4r av formen

Sz
\/g?

dar £9.0005(8) &r 0.0005-kvantilen for ¢-férdelningen med 8 frihetsgrader. Tabellslagning ger

Z % t0.0005(8)

to.ooog, (8) — 504

Med inséttning fas

4.18
7.64£5.04- —= = [0.58,14.6].

V9
SVAR: 99.9 %:igt konfidensintervall for A dr [0.58, 14.6].

(b) Vardet A = 0 ingar inte i det konfidensintervall, som tagits fram i uppgiftens (a)-del. Darav
dras slutsatsen att nollhypotesen Hy maste forkastas.
SVAR: Nollhypotesen Hj : A = 0 (sek) forkastas pa signifikansnivan 0.001.

(c) Teckentest. Om de forvintade tiderna var lika stora borde T'=antalet positiva differenser vara
Bin(19, 1/2)-férdelad. Vi har fatt ¢ = 17 som utfall och beriknar sannolikheten att fa lika extremt
(eller extremare) utfall och gor detta ”dubbelsidigt”.

P=P(T<2eller T >17) =2P(T < 2) =2-0.00036 = 0.00072.

Eftersom denna sannolikhet < 0.1% kan
Hy : 7de forvintade tiderna vid olika ljusstyrka dr lika langa” forkastas pa nivan 0.1%.

Uppgift 6

(a) Lat 6, vara vinkeln AOB och 6, vinkeln BOC'. Detta innebér att 6, + 6, ar vinkeln AOC'. Lat
vidare x, y, z vara resp. matvérden, dvs x = 43.2, y = 29.2 och z = 70.1. Dessa uppfattas som utfall
av oberoende stokastiska variabler XY, Z som &r N(6;,2)-, N(0s,2)- och N(6; + 05, 2)-fordelade.
For att berdkna MK-skattningen av 6, betraktar vi

Q(01,0;) = (x — 01)* + (y — 02)* + (2 — 0, — 6,)°.

Derivation ger

%=—2<x—91)—2(z—91—92)=—2<x+z—291—92>
1
och 90(6.. 0
%:_g(y_%)_z(z_el—eg)=—2<y+z—91—292>-
2

Satter vi derivatorna = 0 fas saledes ekvationssystemet
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«91—1—2«92:y—|—z. (2)

Bildar vi 2- (1) — (2) fas 30, = 20 —y + 2z = 2z + (2 — y) och saledes &r MK-skattningen av 6,

given av
. 2x+(z—y) 2-432+(70.1-29.2) 1273

6
! 3 3 3
(b) Vi betraktar nu den till 87 horande stickprovsvariabeln (X, Y, Z). For denna géller

42.4°.

:ela

E0:(X,Y,Z)) = E(2X +(Z - Y)) _ 260+ (61 + 62 — 65)

3 3
dvs skattningen ar vantevérdesriktig. Vidare har vi

2X 4 (Z -Y)
3

) _ %(4V(X)+V(Z)+V(Y)) _ U+ 1;1)'22 _ 2—94.

v y.z) - v(
Ett 95% konfidensintervall fas saledes av

24
Ip, = 0% & Mooz / G = 42451961 1.63 =424°£3.2°



