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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1913 MATEMATISK STATISTIK FOR IT OCH ME
LORDAGEN DEN 11 FEBRUARI 2012 KL 14.00-19.00.

Examinator: Gunnar Englund, tel. 073 3213745

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Réknare. Extrablad om
icke-parametriska test finns sist i tentamen.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara sa
utforliga och vil motiverade att de ar ldtta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva
siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gransen
for godként dr prelimindrt 24 podng. Mojlighet att komplettera ges for de tentander med 22-23
poang. Det ankommer pa dig sjalv att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Uppgift 1

Ett elektronikforetag koper IC-kretsar fran tre olika underleverantorer, A, B och C. Man koper
dubbelt sa manga kretsar fran B som fran A, och tre ganger sa manga kretsar fran C som fran A.
Man vet att i snitt dr 1% av kretsarna som levereras av A defekta pa nagot sitt; for leverantorerna
B och C &r motsvarande andelar 0.5% och 0.8%.

Alla kretsar liggs i ett enda forrad. Om en slumpmaéssigt vald krets i forradet visar sig vara defekt,
vad dr sannolikheten att den kommer fran leverantor A? (10 p)

Uppgift 2

Tva defekta enheter har av misstag hamnat tillsammans med tre felfria enheter. For att finna de
felfria testar man i tur och ordning en enhet i taget tills man antingen har funnit de bada defekta
eller de tre felfria.

(a) Bestam sannolikheten att bada de defekta enheterna behover testas. (5 p)
(b) Bestdm det forvintade antalet enheter som behover testas. (5 p)
Uppgift 3

Ett storre foretag vill underscka om det finns intresse bland sina tjanstemén for att ga over till
flextid. Ett slumpméssigt urval pa 200 tjéanstemén tillfragas. Av de som valdes ut i stickprovet
var 120 kvinnor, och av dessa var 90 positiva till flextid; bland de 80 mé&nnen i stickprovet var 50
positiva. Kan man hévda att instéllningen till flextid skiljer sig at mellan kénen?

Svara pa fragan med hjalp av ett lampligt statistiskt test pa nivan 1%. (10 p)

Uppgift 4

Lisa funderar pa att installera solceller pa taket pa sitt hus. Hon kan vilja mellan tva typer, A och
B. Solceller av den enkla typen A kostar 750 kr/styck och levererar under vissa forhallanden en
effekt som beskrivs av en stokastisk variabel med vanteviarde 150 W och standardavvikelse 60 W.



forts tentamen i SF1913 12-02-11 2

Den mer avancerade solcellen B kostar 2500 kr/styck men levererar en effekt som beskrivs av en
stokastisk variabel med vérde 550 W och standardavvikelse 210 W.

Om levererad effekt av skilda solceller beskrivs av oberoende stokastiska variabler, bestdm approx-
imativt sannolikheten att 49 solceller av typ B ger en storre total effekt per krona &n 100 solceller
av typ A. (10 p)

Uppgift 5

Hosten 2005 hade Lomma kommun problem med férhéjda halter av legionellabakterier i en del
av sina lokaler (Pildngsbadet, Smultronstéllets forskola). Ett gransvirde for accepterad halt av
dessa bakterier ar i genomsnitt 100 bakteriekolonier per 100 ml vatten. Detta dr uppenbarligen
detsamma som i genomsmitt 1 koloni per ml vatten.

Antag att vid provtagning en volym V' (enhet ml) av vatten samlas in. En enkel statistisk modell &r
att antalet bakteriekolonier i denna dr Poissonférdelat med vintevirdet vV, dér v dr genomsnittlig
koncentrationen av kolonier (i enheten kolonier per ml).

(a) Det forsta provet fran Smultronstéllets forskola inneholl 620 kolonier per 100 ml vatten. Provets
totala storlek var 400 ml. Undersok med lampligt test eller konfidensintervall om legionellakoncent-
rationen i Smultronstéllets vatten under- eller dversteg griansvirdet ovan. Vélj felrisk sjélv. (4 p)

(b) Antag att legionellakoncentrationen i ett vattenledningssystem &r 1.1 kolonier per ml vatten.
En volym V' analyseras, och man utfor ett test av nollhypotesen v =1 koloni/ml mot alterna-
tivet v >1 koloni/ml pa nivan 0.001. Hur stor volym maste provtas for att sannolikheten att
nollhypotesen forkastas (ritt beslut alltsa i den aktuella situationen) skall vara minst 0.9997 (6 p)

Uppgift 6

Tolv fyraariga pojkar och tolv fyraariga flickor observerades under tva 15 minutersperioder och
varje barns aggressionsniva bedomdes enligt en poangskala:

Pojkar: 25 26 41 50 65 69 72 8 104 113 118 141
Flickor: 7 9 15 20 22 27 36 40 49 55 58 75

Data kan sammanfattas med (x for pojkar och y for flickor):

12 12 12 12
D a =910, > y; =413, > af =84438, Y y? = 19279.
1 1 1 1

a) Man antog att ovanstaende data kom fran tva normalférdelningar med samma spridning. Ana-
lysera under dessa antaganden om det finns nagon skillnad i aggressionsniva mellan pojkar och
flickor (niva 5%). (5 p)

b) En konsulterad statistiker ansag att antagandena i a-delen var alltfor dventyrliga och foreslog
att data skulle analyseras med ett icke-parametriskt test. Genomfér denna analys. (5 p).
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Icke-Parametriska Test

e Teckentestet. Lat (z1,v1), (x2,92), ..., (s, yn) vara ett stickprov i par. Bilda differenserna
mellan z-observationerna och y-observationerna och lat ¢ vara antalet ganger differensen ar
strikt positiv. Da &r ¢ en observation av T som &r Bin(n,,0.5), under forutsittning att z;
och y; ar observationer ur samma fordelning. Med n, avses antalet differenser som inte ar
noll.

e Wilcoxons Rangsummetest. Lat z1,2s,...,2,, och yi,ys,...,y,, vara tva oberoende
stickprov. Lat r vara rangsumman for z-observationerna, da z-observationerna och y-obser-
vationerna storleksordnats. Da géller att r 4r en observation av R for vilken

n1+n2+1

E(R):nlf och V(R

) . 77,177,2(77,1 + no + 1)
N 12 ’

under forutsattning att xz-observationerna och y-observationerna kommer fran samma fordelning.
Forutom fér sma n; och ny &r R approximativt normalfordelad.
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LOSNINGAR TILL
TENTAMEN I SF1913 MATEMATISK STATISTIK FOR IT OCH ME
LORDAGEN DEN 11 FEBRUARI 2012 KL 14.00-19.00.
Infor beteckningarna A, B och C' for héndelserna att den slumpvisvalda kretsen kommer fran
leverantor A, B respektive C, och lat D beteckna héndelsen att kretsen &ér defekt. Vi soker P(A|D).
Vi har givet att P(B) = 2P(A) och P(C) =3P(A), och da P(A) + P(B) + P(C) = 1 maste det
galla P(A) =1/6, P(B) =1/3 och P(C) =1/2.
Vidare har vi givet att P(D|A) = 0.01, P(D|B) = 0.005 och P(D|C') = 0.008. Bayes sats (alter-
nativt, definitionen av betingad sannolikhet och satsen om total sannolikhet) ger nu
P(DNA)
P(A|D _—
(D) = ~55
P(DJA)P(A)
P(D|A)P(A)+ P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C)
0.01/6 10

0.01/6 4 0.005/3 + 0.008/2 ~ 23

Uppgift 2
Uppgiften kan losas pa olika sétt; nedan redovisas en variant.

(a) Betrakta en urna med 2 kulor mérkta D (defekta) och 3 kulor mérkta F felfria. Héndelsen att
bada de defekta enheterna maste testas, kan ses som héndelsen att om vi drar fyra kulor ur urnan
sa far vi tva F bland dessa. I praktiken testar vi forstas inte fyra enheter om t ex de tva forsta ar
defekta, men vi kan &nda tédnka oss att vi alltid drar fyra kulor.

Sannolikheten for hiandelsen ovan ér (hypergeometrisk fordelning)

BIONAN

()

Ett annat sitt att se pa saken dr att bada de defekta enheterna maste testas om och endast om
den sista enheten som (potentiellt) viljs ut ar felfri. Eftersom det finns tre felfria enheter av totalt
fem, dr sannolikheten for denna héndelse 3/5.

(b) Lat X vara antalet enheter som behover testas totalt. Vi har att X tar nagot av virdena 2,
3 eller 4. Héndelsen X = 2 intréiffar om de tva forsta testade enheterna &r defekta. I urnmodellen
ovan kan vi identifiera det med att vi drar tva kulor, och far tva stycken F. Sannolikheten for

detta ar
( : ) ( : )
2 0 1-1
= = 1/10.

3 10
240
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Héndelsen X = 3 intréiffar om antingen de tre forsta testade enheterna &r feldria, eller om de tva
forsta enheterna ar en defekt och en felfri (i nagon ordning) och den tredje enheten &r defekt.
Sannolikheten for detta ar

(3)(§)+(§)<?f)g:uﬁg:g/m.
(oi:a) <1i1) S

Hér ar det andra kombinatoriska uttrycket sannolikheten att fa en defekt och en felfri bland de
tva forsta valda enheterna, och 1/3 &r den betingade sannolikheten att den tredje testade enheten
ar defekt, givet att de tva forsta var en av varje sort (en defekt kvar av totalt tre).

Slutligen intraffar hindelsen X = 4 om bland de tre férsta testade enheterna en &r defekt och tva
ar felfria (i nagon ordning; den fjirde enheten dr da antingen defekt eller felfri, och vi &r klara).
Sannolikheten for detta dr (urnmodellen igen)

() o

d 10
1+2

Vi kan ocksa anvinda P(X =2) + P(X =3) + P(X = 4) = 1 for att bestdmma en sannolikhet
nédr vi har tva valfria andra.

Slutligen har vi

Uppgift 3

Vi anviinder ett y2-oberoendetest for att préva nollhypotesen att instéllningen till flextid dr obe-
roende av kon. Eftersom vi maste ha svarsklasser som técker alla mojligheter sa infor vi klasserna
j = 1 for "positiv till flextid” och j = 2 for ”annat svar”. Det senare kan betyda t ex negativt
eller neutralt svar, men det spelar ingen roll for den har uppgiften.

Da &r p;; andelen av hela populationen av tjénstemén pa foretaget, av kon ¢ (i = 1 for kvinna, ¢ = 2
for man) som har instéllning j (j = 1 eller 2 enligt ovan). Nollhypotesen H, &r nu p;; = p;.p.; dér
pi. dr andelen av hela populationen av tjdnstemén pa foretaget som har kon 4, och p.; &r andelen
av samma hela population som har instéllning j enligt ovan. Mothypotesen H; &r p;; # p;.p.; for
nagot ¢ och j.
Vi far tabellen

Jj=1 J= n;

1=1 90 30 120
1= 50 30 80
S:a | 140 60 200
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Teststorheten blir

(90 — 120 - 140/200)2 (30 — 120 - 60/200)2
120 - 140/200 120 -60/120

(50 — 80 - 140/200)2 n (30 — 80 - 60/200)2
80 - 140/200 80 - 60/200

Q

= 3.57

Under Hy ér detta en observation fran en y?-fordelning med (2 — 1)(2 — 1) = 1 frihetsgrad, och
vi skall forkasta Hy for stora viirden. Da x2 (1) = 6.63 och 3.57 < 6.63 finns det inte stéd (pa
signifikansnivan 1%) for slutsatsen att det finns ett beroende mellan kon och instéllning till flextid.

Uppgift 4

(a) Vi ser att kortidena skiljer sig kraftigt at mellan olika bilister; t ex har bilist 7 en lang
kortid och bilist 10 en kort. Detta &r naturligt da bilisterna kor fran olika platser (hem) till olika
arbetsplatser. Vi kan alltsa inte anta att alla tider fore omléggningen dr observationer fran en
och samma fordelning, och motsvarande géller efter omléiggningen. Daremot kan vi anta att deras
respektive tidsvinster kommer fran en gemensam fordelning, eftersom tidsvinsterna bara beror pa
passagen av det omrade dir omldggningen skett och de alla métt tiderna samma tva dagar. Vi har
alltsa situationen stickprov i par, eller parvisa observationer, och bildar tidsvinsterna z; = x; — ;.
Modellen &r att z; &r oberoende observationer fran en normalférdelning N(A, o), diar pu &r den
forvantade tidsvinsten. I laroboken antas ocksa att x; och y; dr normalférdelade, men det &r helt
overflodigt.

Vi har nu skattningarna A, . =%z = 0.67 och och ¢}, , = s, = 2.29 (minuter). Har ar Z ett utfall av
7, som har férdelningen N (A, o/+/n) med n = 12. Vidare har T' = (Z — ) /(S/+/n) en t-férdelning
med n — 1 = 11 frihetsgrader, och genom att 16sa ut p i mitten av olikheten —tggo5(n—1) < T <
to.025(n — 1) (en héndelse som har sannolikheten 0.95) sa far vi ett konfidensintervall for p som

. 2.29
% 0.67 £ 2.20722 = 0.67 + 1.45 = (—0.78, 2.12).

v V12

(b) Eftersom A = 3 inte ingar i konfidensintervallet ovan kan vi inte forkasta hypotesen A = 3
mot hypotesen A # 3 pa nivan 5%. Det finns alltsa inget stod for att hivda att malsdttningen
uppnatts.

Aez+ t0_025(n - 1)

Uppgift 5

Lat Xy,..., X, vara stokastiska variabler som beskriver effekterna levererade av n solceller av
typ A. Forutsidttningarna ger att dessa ér oberoende och likaférdelade. For den totala effekten
Sp=X1+---+ X, giller da

k=1 k=1
V(X) = V <Z Xk> =SV = e

DSy = V(S = Viiow

(enhet: Watt). Enligt centrala grénsvirdessatsen géller ocksa att S, &r approximativt normal-
fordelad, S,, € N(nua,/noa) (approximativt). Effekten per krona, Ry sig, &r Ry = S,,/(750n),
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och eftersom detta &r en approximativt normalférdelad variabel delat med en konstant, dr &ven Ry
approximativt normalférdelad, dvs Ry € N(ua/750,04/(7504/n)) (approximativt). Med insatta
vérden far vi N(0.2,0.008) (enhet: W /kr).

Pa samma sitt beskrivs totala effekten /krona i W/kr for 49 solceller av typ B av en approximativt
N(0.22,0.012)-fordelad stokastisk variabel Rp.

Eftersom effekterna fran olika solceller antas oberoende dr R och Ry oberoende, och skillnaden
D = Rp — Ry ar déarfor approximativt normalfordelad (eftersom en differens av tva oberoende
normalfordelade variabler &r normalférdelad). Variabeln D har virdevirde 0.22 — 0.2 = 0.02 och
varians 0.08% + (—1)? - 0.012 = 0.006544. Vi far

P(WB>WA) = P(D>O):P<D_0'02) 0—0.02)

>
Vv0.006544 ~ 1/0.006544

Q

1 — ®(—0.2472) = $(0.2474) = 0.598.

Uppgift 6
a) Tva oberoende stickprov. Vi erhaller £ = 9910/14 = 75.83 och y = 413/12 = 34.42. Vidare far

V1

1 12,2 =
= ©—12(2)?) =374
Sy \/12 — 1(sum1 T (2)2) = 37.45

1 _
Sy = \/12 = (sumi?y? — 12(y)?) = 21.46

som ger
12— 1)s2 + (12 — 1)s2
2 ( z Y

- — 933.66 dvs s = 30.5.

s T 933.66 dvs s = 30.5

Vi far med t-metoden ett 95%-igt konfidensintervall for skillnaden i vantevérden

1 1
T —  + to.005(22) 54/ T3 T 1y = 758 - 3424 2.07-30.5/1/6 = 41.6 £ 25.7.

Eftersom 0 inte ingar i konfidensintervallet kan vi pa nivan 5% forkasta hypotesen att vinteviardena
ar lika.
b) Anvind Wilcoxons tvasampeltest.

Pojkar: 25 26 41 50 65 69 72 86 104 113 118 141
Ranger: 6 7 11 13 16 17 18 20 21 22 23 24

Flickor: 7 9 15 20 22 27 36 40 49 55 58 75
Ranger: 1 2 3 4 5 8 9 10 12 14 15 19

Vi vill testa Hy : samma aggressionsniva hos flickor och pojkar med ett dubbelsidigt test. Rang-
summan for flickor blir Ty =1 +2 4 --- + 19 = 102. Under H, att
E(Tf) =ni(ng +ng+1)/2 =150

och V(Ty) = nina(ny +ny +1)/12 = 12 - 12 - 25/12 = 300.

Vi far signifikansnivan (p-vérdet)

Ty — 150 < 102 — 150) ~ 2@(102 — 150
V300 V300 V300

och H, forkastas alltsa pa nivan 5%.

2P(T; < 102) = P(

) &~ 2P (—2.77) ~ 0.0056



