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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I SF1901,5F1907,SF1908,5F1913 SANNOLIKHETSTEORI OCH STATISTIK
TORSDAGEN DEN 7:E JUNI 2012 KL 14.00-19.00.

Examinator: Gunnar Englund, tel. 073 321 37 45

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik, Mathematics Handbook
(Beta), rédknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara sa
utforliga och vil motiverade att de ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med minst tva
siffrors noggrannhet. Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 poéng. Gréansen
for godként &r preliminért 24 poéng. Mojlighet att komplettera ges for tentander med 22-23 poéng.
Tid och plats for komplettering kommer att anges pa kursens hemsida. Det ankommer pa dig sjalv
att ta reda pa om du har ratt att komplettera.

Tentamen kommer att vara riattad inom tre arbetsveckor fran skrivningstillfallet och kommer att
finnas tillgéinglig pa studentexpeditionen minst sju veckor efter skrivningstillfallet.

Uppgift 1

X1, X5, ..., X100 ér oberoende stokastiska variabler, alla med en tthet given av

2
f(:p):;, l<x<2

Lat Y = X; + Xo + ... 4+ Xy00. Bestdm approximativt sannolikheten P(Y > 140). (10 p)

Uppgift 2

I en byggnad sitter ett brandlarm monterat. Under en tidsperiod &r sannolikheten att larmet gar
3%. Man vet att 98% av alla larm &r falsklarm, dvs brandlarmet signalerar trots att det inte &r
nagon eldsvada. Eldsvador uppstar under samma tidsperiod med sannolikhet 0.001.

a) Bestdm sannolikheten att larmet gar om en eldsvada bryter ut. (5 p)

b) Brandlarmet fungerar inte med sannolikhet 0.04 (ingen stromforsorjning, trasig siren, trasig
detektor etc.). Ett trasigt brandlarm kan inte larma. Eldsvador uppstar oberoende av om brand-
larmet fungerar eller ej.

Bestém sannolikheten att larmet gar om en eldsvada bryter ut betingat att larmet fungerar. (5 p)
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Uppgift 3
Enligt SIFOs opinionsmétning i maj 2011 var opinionen sa hér (%):

V S MP C FP M KD SD Ovr
46 334 88 54 66 304 3,6 68 04

1910 personer var tillfragade.

I januari var motsvarande siffror

V S MP C FP M KD SD Ovr
43 278 10,3 4,7 7.1 339 44 6,9 0.6

1890 personer var tillfragade.

Vi dr intresserade av opinionen fér MP. Kan vi utifran dessa data dra nagon slutsats om huruvida
sympatierna for MP har okat, minskat eller 4r oférandrade fran januari till maj? Anvand felrisken

5%. (10 p)

Uppgift 4
Vissa problem i partikelfysik ger upphov till f6ljande sannolikhetstéthet

1
—(1+0x -1 <z <1,
fley= 420+
0 for ovrigt,
diar —1 < 0 <1 ar en okdnd parameter.
a) Varfor maste vi kréva att olikheterna —1 < 6 < 1 skall gélla ? (2 p)
b) Antag att Xi,..., X, &r oberoende stokastiska variabler som alla har denna férdelning. En i

statistikfragor vialbevandlad vén till Dig foreslar en skattningsfunktion for 6 av formen
. 1

Hur bor konstanten c véljas for att 07, blir en véntevérdesriktig punktskattning ? (3p)

c) Antag att Xy, ..., X, ar oberoende stokastiska variabler som alla har denna férdelning. Bestdm
MK-skattningen 03, (Minsta kvadrat-skattningen) av 6. (5 p)



forts tentamen i SF1901,SF1907,SF1908,SF1913 2012-06-07 3

Uppgift 5

Lat xq,...,x, vara oberoende stickprov ur tathetsfunktionen fx(z) given av

e 0VT 1>

fx(x) = { 2ve

0 for ovrigt,

déar € > 0 &r en okénd parameter.

a) Hérled formeln for maximum likelihoodskattningen 6%, av 6 pa basis av xq, ..., x,. (8 p)

b) Med n = 4 har vi stickproven x; = 6.2,z = 7.0,23 = 2.5,24 = 4.2. Berdkna vérdet pa

maximum likelihoodskattningen 67, . for dessa stickprov. (2 p)

Uppgift 6

Tva méklare, A och B, bedémde marknadspriset pa 12 stycken villor, 1,...,12. Resultatet blev sa
hér (priser i miljoner kronor)

vila 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ar 24 30 41 19 07 50 45 28 16 31 19 25
B: 28 34 43 22 10 44 46 30 15 33 23 28

Avgor, med en ldmplig metod, pa konfidens-nivan 95 %, om det finns nagon systematisk skillnad
i de tva méklarnas bedomningar. (10 p)
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LOSNINGAR TILL

TENTAMEN I SF1901, SF1907, SF1908 samt SF1913 SANNOLIKHETSLARA OCH STATISTIK,
TORSDAGEN DEN 7:E JUNI 2012
Uppgift 1

Eftersom X7, ..., Xjg ar oberoende, likaférdelade och manga till antalet kan man anvénda centrala
gransvérdessatsen (CGS) for att approximera fordelningen for deras summa. Enligt CGS ar

appr

Y € N(nu,ov/n)
dér p = F(X1), 0 = D(X;) och n =100 hér. Berdkna p och o.

2

e 2 )
u:E(Xl):/Ooxf(x)dx:/l xpdx: [2ln|x|}1:2ln2.

o) 2 ) 2
E(Xf):/ x2f(:c)da::/1 :c2?d:c:/1 2dr = 2.

—00

V(X)) = B(X}) - (BE(X)))?=2-(2In2)? =0.0782 = o = D(X;) = v0.0782 = 0.2796
Alltsa &r fordelningen till Y approximativt N(100 - 21n2, 0.27961/100) eller N(138.63, 2.796).

Den sokta sannolikheten ar darmed

140 — 138.63
PY>140)=1-P(Y <140)=1-— @(W) =1—®(0.490) =1 — 0.6879 = 0.3121
Den sokta sannoliheten ar 0.31.
Uppgift 2

Lat L vara hindelsen att larmet gar och E héndelsen att en eldsvada bryter ut. Da &r

P(LOE) _ P(EIL)P(L) _0.02:008 _

P(L1B) = P(E) — P(E) 0001

Lat B vara héndelsen att brandlarmet fungerar. Eftersom L C Bér P(LNBNE)=P(LNE) =
0.0006 enligt tidigare. Vidare sa ér P (BN E) = P (B) P (E) = 0.96-0.001 pa grund av oberoendet
sa

P(LNBNE .
(LNBNE) 0.0006 0.625

P(LIBNE) = - _0.
(Z] ) P(ENB)  096-0.001 ——

Uppgift 3

De enda data som ér relevanta ér givetvis de for MP. I maj-métningen var 168 av 1910 personer
MP-sympatisorer, i januari-métningen 195 av 1890. Det giller alltsa att 168 &r en observation
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ur en Bin(1910, p; )-fordelning, och att 195 &r en observation ur en Bin(1890, p,)-fordelning, och
nollhypotesen ar nu att P; = ps.

En mojlig 16sning dr att gora ett konfidensintervall for skillnaden p; — po pa vanligt sétt och se
om noll ligger i intervallet. Intervallet blir —0.0339 < p; — po < 0.00348, sa vi kan inte dra nagon
slutsats om foriandringen av sympatier for MP med felrisken 5%.

En annan mgjlighet &r att gora ett homogenitetstest. Detta ger () = 2.546 och antalet frihetsgrader
ar 1. y2-kvantilen for 5% dr 3.84 > 2.546, sa resultatet dr detsamma som ovan.

Uppgift 4

a) I sannolikhetskalkylen krivs av en sannolikhetstithet att for alla «

f(xz) >0.

For tdtheten i denna uppgift innebar detta att

(1+60z) >0 14+60x>0< 0x > —1.

DO —

Om alltsa Oz > —1 giller for alla z € [—1,1], sa fas for x = 1l att -1 > —1, dvs. § > —1. Nu
giller igen for alla x € [—1, 1] att
x> -1 —0x <1

och med x = —1 fas —6 - (—1) < 1 dvs. § < 1. Saledes har vi sett att —1 < 6 <1 for att f(x) >0
skall gélla.

*

b) Definitionsméssigt &r 67,

en viantevirdesriktig punktskattning, om
E0*] =0.

Med avseende pa den kunniga viannens forslag noterar vi att

Ef|=c-—(E[X1+...+X,))

1
:c-%(E[X1]+...+E[Xn]).

Eftersom X7, ..., X, har samma fordelning, giller F' [X;] =...= F[X,,]. Dafasfori =1,2,...,n

E(Xi):/Oox-f(x)dx:%/1x-(1+0x)dx

1

:%{/_ix-(leG:c)d:c} _1 [/_llxdvaG/_lledx}

Med andra ord
E0]=c-

Saledes géller F [0*] = 6 om och endast om ¢ = 3.
SVAR:c = 3.
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¢) MK-skattningen fas som det varde pa ¢ som minimerar

6
Fran uppgiftens del b) har vi att E [X;] = 3

Saledes vill vi minimera )
- 0
9 - i T = .
Q) =Y (- 3)

i=1

Vi deriverar med avseende pa 6 och sétter derivatan till noll,

Q/(@z-?éi(ﬂ‘g):o’

=1

vilket ger
n n 0
Y-y g0
i=1 i=1
eller
n-o a
Detta ger

vilket &r den vintevérdesriktiga punktskattningen i del b).

3
SVAR:0, . = - Yo T

Uppgift 5
For de oberoende stickproven z, ..., x, definieras likelihoodfunktionen L (#) som
L(0) = fx(z1) - fx(22) - fx(zn)
— 9 e_em . —9 6_6\/$_2 e —9 e_em
2./T: 2./T> 2 /T,
" (s )
A | KRV

Det ar praktiskt att maximera L (6) genom att ekvivalent maximera dess naturliga logaritm
In L (0). Vi logaritmerar och erhaller

L) =nnd—nn2—In]]va—0> v
=1 =1
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Lat oss dven observera att In @ &ér definierad p.g.a att § > 0. Vi deriverar med avseende pa 6 och
far

d n “
@lnL(e):E—;\/E.

Vi sétter di@ InL (0) = 0, vilket ger

n

=1 =1

*
obs

Om vi 16ser den sista ekvationen m.a.p. 6 far vi maximum likelihoodskattningen 6, . av € pa basis
av xi,...,T, som
L
obs T n :
> it VT

Eftersom alla x; > 0, & summan i ndmnaren > 0.

n
SVAR a):0, . = =——.
o Zi:l i

b) Insdttning av stickproven z; = 6.2, 25 = 7.0,23 = 2.5,x4 = 4.2 och n = 4 1 den i del a) ovan
hérledda formeln ger

4 4
0 — _
b TS m 62+ V70425 + V42

4 4
249 + 2.6548 + 1.5811 + 2.0494  8.7663

SVAR b):07,, = 0.46.

= (0.4563.

Uppgift 6

Observationer i par. Den bésta modellen &r att modellera skillnaderna In(Xp) — In(x4) som ob-
servationer fran en normalférdelning. Men vi utgar fran modellen att X, — Xp ar observationer
fran en normalférdelning och gor ett t-test for att denna férdelnings véntevarde &r noll.

Vi far att medelvirdet av de parvisa skillnaderna ar ¥ = 0.1708 och stickprovs-standardavvikelse
s = 0.2816. Alltsa ar teststorheten t = %ﬁﬁ = 2.101. antalet frihetsgrader &r 11. Eftersom
t-kvantilen 0.025 for 11 frihetsgrader &r 2.2 > 2.101 kan vi inte ur dessa data avgora om det finns

nagon systematisk skillnad i de tva méklarnas bedomningar.



