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Avd. Matematisk statistik KTH Matematik

TENTAMEN I Matematisk statistik SF1907, SF1908 OCH SF1913
TORSDAGEN DEN 30 MAJ 2013 KL 14.00-19.00.

FExaminator: Gunnar Englund, 073 321 3745

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i Matematisk statistik. Beta Mathematics
Handbook. Riknare.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet. Varje korrekt 16sning ger 10 poédng. Gransen for godként ar
preliminért 20 podng.

Resultatet rapporteras senast 3 veckor efter tentamen. Tentamen kommer att finnas tillginglig
pa elevexpeditionen sju veckor efter skrivningstillfillet.

Uppgift 1
a) A och B ér tva héndelser sadana att P(A | B) = 0.2 och P(B | A) = 0.5. Berékna
P(A | AU B). Handelserna A och B ér inte oberoende. (3 p)

b) Tva oberoende kontinuerliga stokastiska variabler X och Y har bada téathetsfunktionen
flz)=2zom0<z<1

Beriikna variansen V(2X +Y). (3 p)

¢) Sannolikheten att ett nyfott barn &r en pojke dr 51.5 %. Berdkna sannolikheten att
det &r fler flickor &n pojkar bland 1000 nyfédda barn. Valmotiverade approximationer far
anvandas. (4 p)

Uppgift 2

I ett system ar tre komponenter kopplade enligt figuren. Systemet fungerar om A samt nagon
av B eller C' fungerar.
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a) Antag att komponenterna fungerar oberoende av varandra med sannolikheter ps = 0.9,
pp = 0.8 och pc = 0.7. Berdkna sannolikheten att systemet fungerar. (4 p)

b) Antag att livlingderna T4, T, och Ty for komponenterna dr obeoroende stokastiska
variabler alla med fordelningsfunktionen F(z) = 1 —e~*/3 for z > 0. Ange sannolikheten att
komponenterna fungerar vid tidpunkt 1. Berdkna ocksa sannolikheten att systemet fungerar
vid tidpunkt 1 (4 p)

c) Lat Ts vara systemets livslingd. Berdkna fordelningsfunktionen till T. (2 p)
Uppgift 3
Lat X beskriva uppmiitt spanning med en voltmeter,
X = spéanning + métfel

dar métfelen ar oberoende N(m, o).

a) Tag fram ett konfidensintervall for det systematiska miétfelet m baserat pa métresultaten:

Referensspéanning: 1.0000 0.5000 2.0000 1.5000
Métvérde, z;: 0.9914 0.5379 2.0298 1.5439

enhet volt. Anvind konfidensgrad 95%. (6 p)

b) Med ett annat métinstrument gjordes matningar vid samma referensspanningar. Métfelen
for detta instrument dr oberoende N(mq, 01). Man erholl méatvardena

0.9806 0.5259 2.0104 1.5383

Ge ett 95% konfidensintervall fér m — m;, skillnaden i systematiska fel. (4 p)
Uppgift 4
A B C

Stréackorna i figuren méttes med foljande resultat.
Stricka métvarden
AB 12.1 120
BC 15.8
AC 27.6
2

Oberoende normalférdelade observationer utan systematiska fel alla med varians o*.

=

a) Skatta strackan AC med minsta-kvadratmetoden. (

ot Ot
e
~

b) Undersok om skattningen dr véntevéardesriktig. (

Uppgift 5

I modern djurhallning ger man inéalvsmaskgifter till husdjuren. Man vill undersoka ifall dessa
gifter dven skadar dyngbaggar som lever pa att bryta ner gédseln husdjuren producerar.
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Spillning fran husdjur, vars foder innehaller resp. inte innehaller indlvsmaskgift, undersoks

och sammanfattas av

Forekomst dyngbaggar

Foder utan inélvsmaskgift 8

Inga Fatal Rikligt
) 12
7 3

Foder med inédlvsmaskgift | 15

25
25

Testa pa niva 5% hypotesen att indlvsmaskgift inte forandrar forekomsten av dyngbaggar i
spillningen, d.v.s. att fordelningen av dyngbaggar &r densamma oavsett om inédlvsmask finns

eller ej.

(10 p)
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FORSLAG TILL LOSNINGAR
TENTAMEN I Matematisk statistik 2013-05-30

Uppgift 1
a) Enligt uppgiften ar

P(ANB) P(ANB)

P(A|B) = P(B) =0.20ch P(B| A) = P{A) =0.5 (1)
och vi skall berdkna
B P(AN(AUB)) B P(A) B P)(A
PATAVB) = PAUB)  P(AuB) P(A)+P(B)—-P(ANB) 2)

Vi far fran (1) att P(B) = 5P(ANB) och P(A) = 2P(AN B). Sétter vi in detta i (2) erhalls

B 2P(AN B) 1
PalAvB) = 2P(ANB)+5P(ANB)—P(ANB) 3

b) Véntevérdet for X och Y ar

E'(X):E'(Y):/OO xf(m)dmz/o 20%dr = [22° /3] = 2/3

och andramomentet
[e’s) 1
E(X?) = E(Y?) =/ fo(:v)d:vz/ 203 de = (22 /4]} = 1/2
oo 0

Det ger variansen

VX)=V(Y)=1/2—-(2/3)>=1/18 och V(2X + Y) = 2°V(X) + V(Y) = 5/18

c¢) Lat X vara antalet pojkar bland 1000 nyfédda barn. Da ar X €Bin(1000,0.515) och vi soker
P(X < 499). Eftersom 1000-0.515- (1 —0.515) = 249.8 > 10 har vi att X ~ N(515,/249.8).
Det ger oss

499 — 515
V249.8

Med halvkorrektion erhalls vardet 0.163.

P(X < 499) = &( ) = ®(—1.012) = 1 — ®(1.012) = 0.156
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Uppgift 2

a) Lat A, B och C beteckna héndelserna att respektive komponent fungerar och lat pg vara
sannolikheten att systemet fungerar. Vi far da

ps = P(AN(BUC)) = (oberoendet) = P(A)P(BUC) = P(A)(P(B)+P(C)—P(BNC) =
(oberoendet igen) = P(A)(P(B) + P(C) — P(B)P(C)) = pa(ps + pc — ppc) =
0.9-(0.840.7—0.8-0.7) = 0.846 (3)

b) Sannolikheten att komponent A fungerar vid tidpunkt 1 &r py = P(T4 > 1) = e/ och
samma for de tva andra komponenterna. Satter man in dessa véarden i (3) fas ps = 0.659

¢) P(Ts > x) dr sannolikheten att systemet fungerar vid tidpunkt z. Sannolikheterna att
komponenterna fungerar vid tidpunkt x #r alla e™®/3. P4 samma sitt som i a) och b) far
darfor att

P(TS > ZL‘) — 6—x/3(€—a:/3 + 6—90/3 _ e—x/Se—x/i’)) _ 26—2:5/3 e "

Fordelningsfunktionen #r siledes Fr(z) = P(Ts < 7) =1— P(Ts > ) = 1 — 2e7%/3 4 72

Uppgift 3

Matfelen w; = x;—referens;, i = 1,. .., n, dr utfall av oberoende N(m, o)-férdelade stokastiska
variabler. Paramtrarna m och o skattas med w = 0.02575 och s, = 0.023618. Ur t(n — 1) =
t(3)-tabeller fas att tg g5 = 3.18 sa ett 95% konfidensintervall for det systematiska métfelet
m ges av

m € W+ togp5—= = 0.02575 £ 3.18 - 0.011809 = [~0.012, 0.063]  (95%)

NG

b) Parvisa observationer. De parvisa skillnaderna blir

0.0108 0.0120 0.0194 0.0056.

Ett 95 % konfidensintervall ges av z & tg.g25(n — 1)s/y/n. Hér blir medelvirdet 0.01195 och
standardavvikelsen s = 0.00569. Eftersom antalet observationer,n, ar 4 erhalls konfidensin-
tervallet 0.01195 + 3.18 - 0.00569/v/4 = 0.01195 £ 0.00906.

Om o och oy ar lika, kan man 16sa uppgiften som tva oberoende stickprov, eftersom data-
referensspinning ér N(m, o) respektive N(my,o07). Det &r faktiskt i sa fall en béttre metod,
eftersom antalet frihetsgrader blir storre.

Uppgift 4
a) Beteckna striackorna AB och BC med 6; och 6. Vi skall minimera
Q= (z1—01)°+ (22— 01)* + (x5 — 02)* + (14 — 0 — 0,)?
Derivera och vi erhaller
9Q _
00,

9Q _
20,

—2(1’1—6‘14—1'2—914-374—91—6‘2):—2($1+$2+$4—391—92)

—2(1[‘3 — 82 + x4 — 91 — 92) = —2<CL’3 —+ x4 — Ql — 292)
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Séttes deivatorna lika med 0 erhalls skattningarna

2y + 25 — 2y — 7o+ By + 2
g = =t = L P 190 och gy = 2 ngg RS

Vi erhaller alltsa AC* = 27.7.
b) Vi ser att

2X1+2Xo - X5+ X 1
LS TR — (2B () + 2B(Xs) — B(X) + B(X0) =

1

5

E(67) = E(

(201 + 260, — Oy + 0, + 05) = 6,

och pa samma sétt

3X3+2X4 _Xl _X2
5

Alltsa dr E(AC*) = E(0] 4 03) = 0, + 02 = AC, d.v.s. vantevirdesriktig.

E(6) = E(

1
) = 5(392+291 + 20y — 01 — 6,) = 0,

Uppgift 5

Homogenitetstest, formelsamling 13.3. Infér beteckningarna:

Tij Forekomst dyngbaggar
Inga Fatal  Rikligt
Foder utan indlvsmaskgift 8 5 12 25 =m
Foder med inédlvsmaskgift 15 7 3 25 = ny

my =23 meg=12 mg=15 N =50

Om forekomsten av dyngbaggar inte férédndras sa skattas dyngbaggsférdelningen med p; =
mj/N och det forviintade antalet observationer med n;pj:

nip; Forekomst dyngbaggar
Inga Fatal Rikligt
Foder utan inédlvsmaskgift | 11.5 6 7.5 25
Foder med inélvsmaskgift | 11.5 6 7.5 25
23 12 15 50

En hypotes Hy om en ofériandrad dyngbaggsfordelning forkastas for stora vérden pa

*\2

q= Z M = 7.8638

— nP;

]
som om Hj dr sann ér ett utfall fran en approximativt x?((3 —1)(2 — 1))-fordelad stokastisk
variabel. Ur x?(2)-tabeller fas att x3,; = 5.99 < ¢ och hypotesen H, forkastas pa niva 5%.
Forekomsten av dyngbaggar édr inte densamma for foder med resp. utan inédlvsmaskgifter
(avmaskingsmedel).




