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Felanalys, Felkalkyl och Kondition

GNM kap 2

Motivation till felkalkyl och tillforlitlighetsbedomning

Nir vi anvinder vara numeriska metoder onskar vi saklart att resultatet blir riktigt. Tyvirr uppstar alltid
flera olika typer av fel, till exempel avrudningsfelet ni sdg i Lab A1. I vissa fall kan dessa fel fa katastrofala
foljder. I denna kurs 14r vi oss tekniker for att hantera olika typer av fel sa att vi kan gora en bedomning av
hur tillforlitligt resultatet &r.

Det finns manga exempel pa katastrofer som har orsakats av att man inte gjort en korrekt felanalys
nir man anvint en numerisk metoder, eller att man har haft orealistiskt mycket fortroende i resultatet som
beréknats.

e Oljeplatformen Sleipner sjonk utanfor Norges kust 1991. Orsaken till olyckan var att man genomfort
en ofullstindig felanalys nidr man anvénde en numerisk metod (finitaelementmetoden).

http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/sleipner.html

e Rymdraketen Ariane 5 exploderade 1996. Efter en lang utredning kom man fram till att felet berodde
pa att man i berdkningar anvinde tal som var for stora for att kunna representeras och det uppstod ett
sa kallat overflow (utskiftning)

http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/ariane.html

e De flesta av er som lédser samhillsbyggnadsprogrammet kommer stéta pa tillforlitlighetsbedomning
i senare kurser och dven i arbetslivet. Till exempel ér tillforlitlighetsbedomning extremt viktig
i byggnadskonstruktion. I en Europeisk standard for byggnadskonstruktion och dimensionering
http://sv.wikipedia.org/wiki/Dimensioneringskontroll_enligt_EKS|ir ett villkor ko-
rrekt genomforda numeriska berdkningar. Felaktig dimensioneringskontroll kan leda till att kon-
struktioner kollapsar http://sv.wikipedia.org/wiki/Kistaraset. (Kistaraset berodde dock
inte pa dalig felanalys i numeriska metoder.) Samhillsbyggnadsprogrammet ger er i arskurs 3
mojlighet att ldra er mer om dimensioneringskontroll, till exempel i inriktningen Husbyggnads- och
anliggningteknik (HBAT).

Definitioner

Nir vi jobbar med approximationer (dven kallat ndrmevirde, skattning eller uppskattning) i samband med
numeriska metoder anvinder vi foljande begrepp.

e Absolutfel och relativfel dr tva typer av beskrivningar av ett fel
ex = ¥ —x = absolutfel och r, = (¥ —x)/x = relativfel
dér ¥ dr en approximation av x.

e Da ett exakt virde pa felet oftast inte dr tillgidnglig arbetar vi ofta med felgrénser. Vi sdger att E, och
R, dr felgrins for absolutfel och relativfel och uppfyller

lex| <E, och |ry| <R,.

e Antal korrekta decimaler dr det storsta heltal d sa att E, = % -1079. Antalet korrekta siffror ar
siffrorna ¥ till och med den sista korrekta decimalen, dir inledande nollor ej ridknas. (Se GNM 2.1C)


http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/sleipner.html
http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/ariane.html
http://sv.wikipedia.org/wiki/Dimensioneringskontroll_enligt_EKS
http://sv.wikipedia.org/wiki/Kistaraset

Felfortplantning

Nir vi genomfor operationer som bygger pa approximerade virden har resultatet ocksa ett fel, och vi sidger
att felet forplantas.

e For nagra enkla operationer finns regler for hur man kan fa fram felgrinser pa resultatet (GNM 2.2A)
till exempel

— Vid addition och subtraktion z =x+y: E, = Ex + E,
— Vid multiplikation och division R; = R, +R,.

e (Allminna felfortplantningsformeln GNM sid 39) Nir resultatet bildas fran ett mer komplicerat ut-
tryck kan det vara littare att anviinda felfortplantningsformeln: Om f = f(x;,x2,...,%,) och dir

X1,...,X%, har felgrinser Ey,. .., E, s uppskattar vi absolutfelet i f med
af af
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Avrundningsfel

Vi kan i regel inte representera tal (som inte ir heltal) exakt pa en dator. Varje operation leder till ett tal
som #r avrundat sa det kan representeras.

e Kancellation (GNM 2.2C): Om vi subtraherar tva néistan lika stora tal kan resultatet bli daligt och
vi kan ha “férlorat” manga korrekta siffror. Detta gar ibland att undvika genom att formulera om
uttryck.

e Utskiftning (GNM 2.2D): Om ett tal subtraheras eller adderas med ett tal som dr mycket storre kan
vi ocksa forlora i noggrannhet.

Konditionstal

Som ett matt pa hur kinsligt ett virde 4r med avseende pa fel i indata anvinder vi oss av begreppet kondition
(GNM sid 34-35) och konditionstalet

R
H =1
Rin

Om konditionstalet dr stort dr problemet kénsligt for storningar.
Nir vi 1oser linjdra ekvationssystem har vi speciellt att konditionstalet &r

A = |Allla~"

som i matlab kan beridknas med cond(A). Se GNM sid 111.

Sekvenser av approximationer (noggrannhetsordning och konvergensordning)

e Om vi har en numerisk metod F (/) innehdller en parameter 4 < 1 har metoden noggrannhetsordning
p om
F(h) =~ ch?.

Mer formell definition: DNM 2.3B-a.

e Om en numerisk metod innehéller en parameter N och N ir ett (tillrdckligt) stort heltal och metoden
genererar en sekvens av approximationer xj,x,...,xy sidger vi att metoden har konvergensordning
pom

Xn— X K- (xp—1 —x,)P.

Mer formell definition: GNM 2.3.B-b. “Tédnk” Newton-Rapshons metod med konvergensordning
p=2.



Derivataskattning

Nir vi vill approximera derivator numeriskt anvinder vi oss ofta av en av foljande differensformler som
har olika noggrannhetsordning:

e Approximationen f’(x) ~ w kallas framatdifferens och har noggrannhetsordning p = 1.
e Approximationen f’(x) ~ W kallas bakatdifferens och har noggrannhetsordning p = 1.

e Approximationen f’(x) ~ W kallas centraldifferens och har noggrannhetsordning p = 2.

o LR =27 () /(=)

2 har noggrannhetsordning p = 2.

e Approximationen f”(x)



