Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2
Numeriska metoder SF1544 och BE3003
9.00-12.00 12/1 2017

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv 16sningar med fullstdndiga meningar och utférliga motiveringar.
Del 2 réattas bara om Del 1 eller kontrollskrivningen dr godkénd.
Betygsgranser inklusive bonuspoing: D 10, C 20, B 30 och A 40 poéng.

Det finns tva alternativa uppgifter 1; bara en av dem far ldmnas in.

1. En ddmpad pendel med vinkelutslag 6 : [0, 00) — R uppfyller differentialekvationen
0"(t) +sinf(t) +ch'(t) =0, t>0
0(0) = 0o,
0'(0) =0,

dar 0y € [0, 7] &r en given begynnelseposition och ¢ = 0.2 &r en friktionsparameter.
la. (5p) Formulera en numerisk metod for att approximera funktionen 6 : [0, 30] — R.

1b. (10p) Skriv ett matlabprogram som visar en fas-plan figur, d.v.s. en graf som visar farten
0" som funktion av ldget 6 for manga banor med olika begynnelsepositioner 6y, enligt Figur
1. Matlabkommandot help hold ger utskriften: hold Hold current graph, hold ON holds the current plot and all axis properties,
including the current color and linestyle, so that subsequent graphing commands add to the existing graph without resetting the

color and linestyle.

fa. Lit X (t) = { 28 } = { g,% } Dé har vi

0'(t) o(t)

/ — JR— _

X(t) = [ 0" (1) } = [ () —sinmy (1) | = FXW).

Indelningen t, = nAt, n=20,1,2,... och approzimationen X, ~ X (t,) ger Eulers metod
Xpp1 = X +ALF(X,), n=0,1,2,...,

1b. Ett exempel pa Matlabkod dr
c=0.2;
N=10000;



FI1GUR 1. Fas-plans graf for den dampade pendeln.

dt=30/N;

M=10;

x=zeros(2,N);

xlabel (’theta’)

ylabel(’d theta/dt’)

hold on

for m=1:M
x(:,1)=[pi*m/M;0];
for n=1:N

x(:,n+1)=x(:,n)+dt*[x(2,n) ;-c*x(2,n)-sin(x(1,n))]1;

end
plot(x(1,:),x(2,:));

end

Alternativ uppgift 1. (15p) Formulera och bevisa en sats om stabilitet av en explicit diffe-
rensmetod for varmeledningsekvationen.



2. Antag att funktionen g : R — R ar definierad av
2
x”, r<1/2,
g<x)_{2x—x2, x>1/2
och betrakta fixpunktiterationerna x,.1 = g(z,), n = 0,1,2,.... Liknande fixpunktiterationer
anvands i kvantfysik for att bestdmma energinivaer och da &r z sa kallade téthetsmatriser.

2a. (5p) Bestam alla fixpunkter till funktionen g och avgor vilka fixpunkter som &r stabila, d.v.s.
avgor om x,, konvererar mot en fixpunkt nér startvirdet x( ar tillrickligt néra fixpunkten eller
om x, divergerar fran fixpunkten.

2b. (5p) Skriv ett Matlab program som for ett antal startgissningar, zo = n/N,n=10,1,..., N
berdknar resultatet, xq, efter 10 iterationer och plottar detta som en funktion av zy. Har ar N
nagot lampligt stort heltal.

2c.(10p) Visa att fixpunktiterationerna
Tor1 = g(x,), n=0,1,2,...

konvergerar for alla startgissningar zp, saddana att 0 < xg < 1, och ange for varje x( vilken
fixpunkt iterationerna konvergerar mot.

2a. Ekvationen x = g(x) ger for x < 1/2 att x = x* som har losningen x = 0 och for x > 1/2
far vi x = 2z — x* som har losningen x = 1. En fizpunkt x dr stabil om |¢'(x)| < 1. Vi har
g'(0) =0 sd x =0 dr stabil och ¢'(1) =2 —2 =0 ger att dGuen x =1 ar stabil. Svar: x =0 och
x =1 dr alla fizpunkter och bada dr stabila.

2b. Ett exempel pa matlabkod dr

N=50; %antal startv?rden

K=10; %antal fixpunktiterationer
x0=zeros(N,1); Y%startv?rden
x10=zeros(N,1); %slutv?rden

for n=1:N
x=n/N;
x0(n)=x;
for k=1:K
if (x<=0.5)
X=X*X;
else
X=2%X-X*X;



end
end
x10(n)=x;
end
plot(x0,x10,’%’)

2c. Vi kan dela upp [0,1] i tvd intervall [0,1] = [0,1/2] U (1/2,1].

Om zy € [0,1/2] har vi 0 < 2y = 23 < 1/4 och 0 < z, < @y, n = 1,2,.... Vi har
maxo<g<i/4 |¢'(T)] = MaXo<z<1/a 20 = % < 1.

Omzx € (%,1] har vi ¥y = 2x9 — 13 = x0(2 — 70) > %, vilket ger x,, > %, n=12...som1
sin tur medfor att x, < max,ss, x(2—2x) =1 ty 2o — 2* dr vizande pd (1/2,1)] med g(1) = 1.
Vi har maxi>z>3/4 |¢'(2)| = maxy>,53/4(2 — 22) = % < 1.

Vi far funktionen xo — lim, o ©, = f(zo) ddr

[0, 0<y<1)2
f<y)_{1, 1/2<y<1.

3. Betrakta randvérdesproblemet for funktionen wu, : [0, 1] — R:

0, O0<azx<l,
(1) uc(0) =1,
0

dér € ar en positiv parameter.

3a. (5p) Formulera en finit differensmetod med godtyckligt antal frihetsgrader, baserad pa
centraldifferens, som approximerar (1).

3b. (5p) Skriv ett Matlabprogram som utfér approximationen i uppgift 3a och visar en figur
med approximation av funktionen u,.

3c. (5p) Denna uppgift handlar om fallet nér e 4 mycket mindre &n indelningens stegliangd
Ax. Betrakta gransviardet nar ¢ — 0+ av finit differensmetoden erhallen i uppgift 3a, i fallet
med jamt antal frihetsgrader och Az ar fix. Approximerar denna metod det exakta gransvirdet
lim,_,04 u.? Motivera ditt svar.
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3a. Gor indelningen x, = nAz, n = 0,1,2,...,N + 1, med Az = 1/(N + 1), och finit
differensapproximationerna

Up >~ u(Ty),

unJrl Up—1 ~ !
2Ax ~ (),

Up+1 — 2un + Up+1 "
(Ax)? = ()

som insatt i (1) ger

Up1 — Un—1 o €un+1 - Qun + Un+1

=0, n=12,...,N,

2Ax (Az)?
U():l,
un+1 =0,
vilket kan skrivas
(— Y AL 1.2,...N
Upp1(——— — —— Up——= + Up1(————=)=0, n=1,2,...,N,
TT9Ar Ax? Ax? YoAr  Ag?
UOzl,
uny1 = 0.
Lat
n=m
A - @—@ n=m+1<N+1
%_AL:C‘Z n=m-—1>0
annars.
och .
[ uo(5a7 + 552) ]
0
b=
L 0 i

3b. Ett exempel pa Matlabprogram dr
N=100;
dx=1/(N+1) ;
e=0.1; %0.000001; %dx/2;

x=zeros(N,1);
u=zeros(N,1);
b=zeros(N,1);
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A=zeros(N,N);
ue=zeros(N,1);

b(1)=1/(2*dx)+e/ (dx*dx) ;
for m=1:N
x(m)=m*dx;
% ue(m)=1-(1-exp(x(m)/e))/(1-exp(1/e)); %exakt 17sning
A(m,m)=2%e/ (dx*dx) ;
if (m>1)
A(m,m-1)=-1/(2*dx) -e/ (dx*dx) ;
end
if (m<N)
A(m,m+1)= 1/(2*dx)-e/ (dx*dx) ;
end
end
u=A\b;
figure(1)
plot(x,u)
figure(2)
plot(x,ue)
%norm(u-ue, inf)

Sc. Nar e — 0 har vi
Up+1 — Up—1

=0
2Ax
84 Upi1 = Up_q1 d.0.5
1:'LL0:U2:U4:...I’LLN,
O:uN_lzuN_gz...:u3:u1.
Den exakta losningen till (1) dar
et
uw) = 1= g

vilket t.ex. kan erhallas med metoden med karakterisiska ekvationen eller genom att losa v—ev' =
0 och ' = wv. Vi ser att den exakta losningen ndarmar sig 1 utom i ett gransskikt av storlek e
nara x = 1 ddr losningen avtar mot 0. Den exakta losningen oscillerar alltsa inte mellan O och
1 som den approzimativa gér néir €/Ax? dr mycket mindre in 1.



