SF1544/BE3003 LABORATION 4
INTEGRATION, MONTE-CARLO OCH BLACK-SCHOLES EKVATION
FOR OPTIONER

Avsikten med denna laboration ar att:

- trdna pa matlabprogrammering (uttnyttja girna alla schemalagda laborationstillféllen ),

- Ova pa numerisk 16sning av differentialekvationer med Matlab,

- beridkna integraler med tva olika metoder: Monte Carlo och kvadratur,

- se forvantade varden av slumpvandring som differensmetoder,

- studera ett exempel pa integrationsmetod i hog dimension,

- ge exempel pa differentialekvationer med stokastiska data,

- Ova pa numerisk integration, derivering, differentialekvationer, Monte Carlo metoden,
och Matlabprogrammering.

Fragorna nedan, som inte alltid precist formulerade, ska ses som en vagledning for att
skriva en laborationsrapport.

Laborationsuppgiften handlar om deterministiska och stokastiska integrationsmetoder tillampat
pa optioner. En europeisk séljoption &r ett kontrakt som ger mojligheten att sélja en aktie for
ett fixt pris K vid en fix tid T'i framtiden. Vardet f av optionen ar en funktion av nuvarande
aktiepris s och nuvarande tid ¢. Black-Scholes ekvation
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f(s,T) = max(K — s,0)

beskriver hur optionsvéirdet beror pa rdntan r € [0,00) och aktiens volatilitet o € [0, 00).
Merton och Scholes fick 1997 Riksbankens ”Nobelpris” for héarledningen av denna ekvation
fran en precis matematisk beskrivning av en sjalvfinansierad riskfri portfolj utan arbitrage;
hérledningen bygger pa den "hedging” som utfirdaren (banken) genomfér for att hantera
optionen. Kolla garna vad sjalvfinansierad riskfri portfolj utan arbitrage betyder.

Ett alternativt sitt att bestdmma optionspriset (i fallet » = 0) &r att rdkna ut det
betingande forvintade vardet f(s,t) = E[max(K —S7,0)|S; = s] dar S, 16ser den stokastiska
differentialekvationen

(0.2) dS; = oS;dW.
som kan tolkas som gransvardet av Eulermetoden
S((n+ 1)A7T) = S(nAt) + oS(nAT)AW,

dar (AW, ..., AW, ...) ir oberoende stokastiska variabler som alla &r normalférdelade med
vintevirdet noll och variansen At. I hég dimension, d.v.s. om S(t) € R? for d > 1, ér det

ofta mer berakningseffektivt att anvanda Monte Carlo alternativet.
Har foljer en kort motivering varfor véntevardet av den stokastiska 16sningen E[max (St — K,0) | St = s] 16ser den determin-
istiska Black-Scholes ekvation. Lat oss betrakta slumpvandringsapproximationen

(0.3) Xnt1 — Xn = AW,
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dar (AWO, ..., AW,,...) ar oberoende stokastiska variabler och AW,, = +v/A7 med sannolikheten 1/2 och o > 0 ér en konstant.
Da uppfyller vantevardet 7 = E[g(Xy)|Xn = mav A7) differensekvationen

rn+1 rn+1
m 2

eftersom X, kan g fran mav A7 till (m £ 1)av A7 med sannolikhet 1/2 pa ett tidsteg. Denna differensekvation kan skrivas
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f(z,T)=g(z), x € R.
Vi ser att det forvantade vardet av diskreta slumpvandringen uppfyller en differensekvation, som approximerar varmeledningsekvationen.
Pa liknande sétt approximerar den stokastiska differentialekvationen (0.2) Black-Scholes ekvation (0.1) med r = 0, vilket kan
generaliseras till » > 0.

1. Lat r = 0. Motivera, t.ex. med hjilp av Taylors formel, varfor f (m,n) definerad av

f(m,n) — f(m,n —1) N o2m?(As)? (f(m+1,n) — 2f(m,n) + f(m — 1,n))
(0.4) At > (As)?
f(m, N) = max(K — mAs,0)

=0

approximerar f(mAs,nAt) i Black-Scholes ekvation for heltal m och n dar n < N och
NAt =T med (sma) positiva reella tal At och As.

2. Skriv ett Matlabprogram som l6ser Black-Scholes ekvation (0.1) for » = 0 med hjélp av
en differensmetod, t.ex. (0.4). Du behdver ange begynnelsedata motsvarande

f(s,T) = max(K — s,0).
Du behover ocksa reducera s till ett andligt intervall
s1 < mAs < 39

och bestdmma approximativa varden for f(s,t) och f(sq,t) for alla t € [0,7]: motivera
varfor

f(0,t) =K
flaK,t) =0

kan vara lampligt for ett stort varde pa a. Valj T =1, 0 = 0.2 och K = 1.22 och bestam
f(K,0). Téank pa att vélja At och As sa att metoden blir stabil. Illustrera gérna 16sningen
med lamplig figur.

Testa numeriskt noggrannheten av approximationen (0.4) till (0.1) (hur?). Beskriv de
felkéllor din 16sning har och jamfor felens storlek. Gor experimentell storningsanalys. Ar
stora konditionstal inblandade? Motivera noggrannheten du ser. Hur kan noggrannheten
testas utan att ha tillgang till en exakt 16sning?

3. Denna uppgift behover ej goras for att laborationen ska godkannas. Betrakta nu priset
pa en amerikansk saljoption som &r ett kontrakt som ger mojlighet att sélja en aktie for ett
fixt pris fram till en fix tid T i framtiden. Vérdet F'(s,t) av optionen ar som for en europeisk
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option en funktion av nuvarande aktiepris s och nuvarande tid t. Lat G(s) := max(K —s,0).

Optionspriset kan approximeras av foljande differensmetod F(mAs, nAt) ~ F(m,n) dar

F(m,n) — F.(m,n —1) N o’m?(As)? (F(m +1,n) — 2F(m,n) + F(m — 1,n))

At 2 (As)?
(0.5) + rmAs Fm+1, n)Q;SF(m —Lin) rF(m,n) =0
F(m,n —1) = max (F*(m,n —1),G(mAs)),
F(m,N) = G(s).

Jamfor priset pa amerikansk och europeisk option, med r = 0.05,7 = 1,0 = 0.2, K = 1.22.
Vad hénder om r» = 0?7 For amerikanska optioner finns ingen 16sningsformel, inte heller nagon
enkel Monte Carlo metod, som i fallet med europeiska optioner. Differensmetoden (0.5) &r
ett exempel pa en metod for en icke-linjar partiell differentialekvation med ett hinder, i detta
fall att losningen maste alltid vara minst G.

4. Integration av en funktion f : [0,1] — R kan goras pa olika séitt: med hjilp av
kvadratur, t.ex. med trapetsmetoden eller med slumptal och Monte Carlometoden. Lat
f:10,1] — [0,00) vara hojden av en kurva. Arean fol f(z)dz kan tolkas som den férviantade
hojden E[f(X)] om positionen X &r slumpmaéssig och likformigt foérdelad pa [0, 1].

Skriv ett Matlab program som bestimmer arean fol(l +2)7Y2dx med hjilp av slumphdjder.
Implementera ocksa trapetsmetoden och jamfor de bada metoderna med avseende pa berdkningsarbete
for givet fel.

5. Bestdm med hjilp av Monte Carlo metoden priset pa en kopoption

E[max(Sy — K,0) | Sp = s] ~ Z max(Sr[n] — K, 0)

n=1 N
och anvand att
(0.6) Srln] = e~ T/2+oWrlnl
dar (Wr[l], ..., Wr[N]) ar oberoende och Wr[n] &r normalférdelad med véntevardet noll och

variansen 1. Valj o, T och K t.ex. som i uppgift B2 med s = K.
Vi kan verifiera (0.6): definiera

AS, Sn+1 — Sn

= == U'AW’M
Sn Sn
diar AW, &r given i (0.3). Taylorutveckling ger
~ . Snt1 AS,. AS, 1,AS, ., - o2 372
log Spy1 — log Sy = log 221 = log(1 + =) = =20 — Z(= 4. = AW, — — AT + O(ATY/
g Snt1 — log £7g, g 3. ) z 5 3. ) 5 ( )
och
3 ~ N-1 ~ ~ N-1 ~ o2 o2
log Sy —logSo = Y (log Sny1 —logSp) = > (oAWn AN O(A73/2)) =oX(NAt) — T + O(AT/?)
n=0 n=0 2 2

ddr X(NAT) ar slumpvandringsprocessen (0.3) med a = 1, som har véntevéardet noll och variansen T. I gréansen nir At gar

mot noll blir X (7") normalférdelad enligt centrala gréansvirdessatsen.



6. Bestdm med hjilp av Monte Carlo metoden priset pa en regnbags-kop-pa-max-option

]E[max (max (S1(T),55(T)) — K, O), S1(0) = s1,.52(0) = s9

och anvand att

S,L(T) — 670’2T/2+0Wi(T)8i
dér Wi(T') och W5(T') &r oberoende och bada ar normalférdelad med véntevardet noll och
variansen T'. Generalisera exemplet fran dimension tva till hgre dimension och undersck hur
berakningsfelet vaxer med dimensionen.



