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1 IDEER, BEGREPP och EKVATIONSSYSTEM

1.1 Inledning

Numeriska berdkningar kommer in i alla tekniska tillimpningar och det géller
att angripa problemen effektivt och med tillférlitliga metoder. Pa engelska
anvénds begreppet Scientific Computing for denna allt viktigare berdknings-
verksamhet. En modern bok som rekommenderas som kursbok i numeriska
metoder och dérefter som referenslitteratur vid ingenjorsméssigt berédknings-
arbete har just detta namn. Det &r M.T.Heath, Scientific Computing — An
Introductory Survey. Andra upplagan utgiven 2002 ger ocksa hela 435 refe-
renser som ldstips for den vetgirige!

Fastdn man nu har tillgdng till utmérkt programvara med numeriska
algoritmer for den typ av problem som behandlas i vara numeriska grund-
kurser, dr det nddvéndigt att ha kinnedom om vilka idéer och numeriska
redskap som bygger upp algoritmerna. Man méste kunna bedéma om den
valda algoritmen passar och ar effektiv for det aktuella berdkningsproblemet.
Om resultatet ser konstigt ut eller om hela korningen sparar ur, kan det bero
pé metodegenskaper som man bor kidnna till och helst kunna korrigera.

Att bedoma resultatets tillforlitlighet dr ocksa viktigt. Om datorn skriver
ut resultatvirdet 375.6803, kan man da vara sdker pa att svaret har sju
siffrors noggrannhet? Nej, troligen inte. En tillférlitlighetsanalys visar kanske
att ett ldmpligare svar &r 375.7 eller i vérsta fall att inte ens forsta siffran i
det angivna sjusiffriga virdet ar tillforlitlig.

Den hér lilla boken Numeriska algoritmer med Matlab ar tankt att tjdna
som komplement till en mer omfattande ldrobok, till exempel den ndmnda,
boken av Heath eller Peter Pohl, Grunderna i numeriska metoder (lamplig
for Numeriska metoder gkl, 2D1210, men inte heltidckande for gk2, 2D1240).

Vissa metoder presenteras pa samma, satt har som i laroboken, men of-
ta &r infallsvinklarna lite olika, har laggs tonvikten vid datortillimpningar
i Matlab. Lite nytt stoff finns héir sdsom residualanalys vid minstakvadrat-
problem, flerdimensionell interpolation och kurvdesign med bézierkurvor.

Ovningarna i Ezempelsamling i Numeriska metoder av Edsberg-Eriksson-
Lindberg-Pohl visar att man har stor nytta av numeriska metoder i bade
vardagliga och tekniska tillampningar. I varje kapitel hér finns forslag till
lampliga 6vningar i exempelsamlingen.



1.2 Felbegrepp och felfortplantning

Beteckna med & en approximation (ett nirmevérde) till z. Absoluta felet
definieras som Z — x och relativa felet (z — z)/z.

Absolutfel och relativfel kan vara negativa, t ex giller att den tresiffriga
approximationen Z = 3.14 till z = 7 = 3.14159265358979... har absolutfelet
—0.0016 och relativfelet —0.0016/m ~ —0.0005 = —0.5 promille.

En positiv grins for dessa fel dr det som anvinds mest i praktiken — i
fallet ovan blir absoluta felets gréns 0.002 och relativfelets grans 0.5 promille.

Indata till tekniska och fysikaliska problem &r ofta métvirden behéftade
med viss osdkerhet. D& &r det naturligt att ange vérdet tillsammans med
osdkerhetsbeloppet pa formen g = 9.81 4+ 0.005.

Om absolutfelets belopp i ett nirmevirde ar hogst 0.5 - 10™¢ séiger man
att talet har d korrekta decimaler. Antalet korrekta siffror i talet ir alla
siffror fran och med forsta ickenolla till och med den sista korrekta decimalen.
Talen 6543.21+0.005 och 0.00654321+0.5-10~8 har bada sex korrekta siffror
men tva respektive atta decimaler.

Antalet korrekta siffror utgor ett matt pa relativfelets storlek. Om antalet
korrekta siffror s, sa giller att relativfelet har storleksordningen 107°.

Tva korrekta siffror motsvarar ungefiar relativa felgrinsen 1072 alltsa 1%.
Beroende pa forsta siffran kan felet variera mellan en halv och fem procent.

Exempel: Studera foljande tal givna med tva korrekta siffror, £; = 1.1, &3 = 5.5
och Z3 = 9.9, absolutfelgransen &r som synes 0.05 i vart och ett. Relativfelen
skattas i tur och ordning till: 0.05/1.1 ~ 0.05 = 5%, 0.05/5.5 ~ 0.01 = 1% och
0.05/9.9 ~ 0.005 = 0.5%.

Felkillor: Fel i resultatet av en numerisk algoritm kan bero pa flera orsaker:
e osikerhet i indata som fortplantas till utdata

e avrundningsfel under berékningarna pa grund av datorns begrinsade
(ofta sextonsiffriga) precision

e metodfel eller trunkeringsfel pa grund av approximationer i algoritmen.

Studera och l6s Ex 1.1 och Ex 8.1 i exempelsamlingen. I

Regler for felfortplantning: Vid addition och subtraktion av nirmevér-
den adderas absoluta felgrédnserna; vid multiplikation och division adderas
relativa felgranserna.




Exempel: = = 48.514+0.005, y = 48.4040.005, bada har relativfel pa 10~%.
Ange absoluta och relativa felgranser fér z = +y = 96.91 och w =2 —y = 0.11.
Absolutfelet kan for bade z och w uppga till 0.01. Relativfelet for z berdknas till
0.01/96.91 ~ 1-10%, medan det for w blir 0.01/0.11 ~ 0.1 = 10%. Relativfelen
har alltsa helt olika storleksordning.

Kondition: Maximala relativfelsférstoringen, alltsd kvoten mellan relativ-
felet i utdata och relativfelet i indata, kallas konditionstalet. Ett hogt kon-
ditionstal ar inte bra, det innebér en stor forlust i antal korrekta siffror pa
viigen fran indata till utdata. Ett konditionstal pa 105 medfor forlust pa fem
siffror, dvs om indata har sju siffrors precision har resultatet inte mer &n tva
korrekta siffror.

For exemplet géller att konditionstalet vid additionen av x och y blir 1 (samma
storlek pa relativfelet i indata och utdata), medan differensberidkningen i detta fall
har konditionstalet 0.1/10=* = 1000.

I exemplet ovan subtraherades tva néstan lika stora tal (behéftade med fel)
med stor relativ noggrannhetsforlust som foljd. Det vi rakade ut for kallas
kancellation. 1 manga berdkningsprocesser uppstar sddana kancellationer,
men genom listig omformning av algoritmen kan de ofta undvikas.

Experimentell storningsrikning &r ett naturligt tillvigagéngssiatt néar
man vill bedéma tillforlitligheten i ett resultat och fa en uppfattning om hur
kénsliga utdata ar for osdkerhet i givna indata. Det kommer att tillimpas i
olika berdkningsalgoritmer (ndrmast i avsnitt 1.7).

Studera och préva pa att l6sa exempelsamlingens Ex 8.2—8.8.
De dr trevliga och allmdnbildande tillaimpningar pd experimen-

tell storningsrikning. Facit finns till alla exemplen.

Teoretiska felfortplantningsformeln: Om sambandet mellan indata och
utdata kan skrivas som en explicit (och deriverbar) funktion y = f(z1,...,z,),
s galler vid smé indatastorningar (och om g—a{i(i) #0, xX=(T1,...,%n))
foljande felfortplantningsformel:

0 0
|@—y|w\—fl<f<> |5;2—x2|+...+\—f(f<>

| Ty, — Ty |-

oz,

~ of .
21— 31| + ‘a—;;(X)

Enklast och kanske vanligast &r den i fallet en variabel:

9 =yl = (@) |7 - =l.



Exempel: Om y = log z sa géller att gransen for absolutfelet i y &r lika med grénsen
for relativfelet i z. Derivera: y' = 1/z; nu erhalls direkt |§ —y| = |Z — z|/|z|, vilket
definitionsmissigt &r relativfelets grins.

1.3 Differenskvot som derivataapproximation

1.3.1 Framatdifferenskvot och centraldifferenskvot

Derivatan av en funktion f(z) definieras som

fo+h) = flo)

Om h ar litet bor uttrycket

a+h)— f(a
vara en god approximation till derivatan for x = a. Uttrycket kallas framat-
differenskvot.
Lat oss ta ett exempel med f(z) = e” och ¢ = 1. D& giller ju f'(a) =
e = el =2.718281828...

Ta(li)ellen vi(siaf resgga%tet da Yi_pé eI.lHI.‘.i‘ik— 7 Ga+h) = f)/k
nedosa med attasifirig precision tillam- 1 1.6707743
par differenskvotformeln A, f{or h- 0.1 2.8588418
viardena 1, 0.1, 0.001, 0.0001, ... 0.01 2.7319190
En jamforelse med det ratta véardet 0.001 2.7196400
2.7182818 visar att ndr h minskar si 0.0001 2.7184000
blir differenskvoten en allt battre app- 0.00001 2.7200000
roximation till derivatan, men efter vér- 0.000001 2.7000000
det 2.7184000 (vid h=0 (’)001 frs 0.0000001 3.0000000
et 2. (vid h=0.0001) forsdmras | 44000001 0.0000000

viardena mer och mer.
I teorin borde vérdena forbéttras hela tiden, men i praktiken spelar den
begrénsade precisionen hos datorn (i detta fall en attasiffrig rdknedosa) in.
Vid smé h blir det kancellation. Sa till exempel far vi for h = 1077 :
f(14+h) — f(1) = 0000001 _ ol — 27182821 — 2.7182818 = 0.0000003.
Dividera med h = 10~7 och differenskvotsresultatet blir 3 (tabellens nist
understa véirde). Genom subtraktionen av néstan lika stora tal forlorades
alla siffror utom den sista trean, sju siffror kancellerades!

Slutsatsen av detta &r att vid numerisk derivering med hjilp av framét-
differenskvoten A, maste h viljas med omsorg, inte for stort for da &r diffe-
renskvoten en dalig modell for derivatan (trunkeringsfelet &r stort) och inte
for litet for da intraffar kancellation som forstor resultatet.



En bittre approximation till derivatan f’(a) dr centraldifferenskvoten

fla+h)—fla—h)

"(a) =~ Dy, = 2

f'(a) = D = @)
R“esultatejt medﬂ Dy, och avvi"kelsen fran A Dr Dn — 7' ()
ratta derivatavardet visas hér. 1 31945280 | 0.4762463
Bésta approximation adr nu 2.7183000 0.1 2.7228145 | 0.0045327
(med avvikelse pa 1.82-107°, en faktor 0.01 2.7183250 | 0.0000432

tio bittre in med Ay). Aven med den- | 0.001 2.7183000 | 0.0000182

na formel blir det kancellation da h &r | 0-0001 | 2.7185000 | 0.0002182
. 0.00001 | 2.7200000 | 0.0017182
mycket litet.

1.3.2 Hirledning av trunkeringsfelet

Med taylorutveckling kan man visa hur stort trunkeringsfelet &r i de bada
modellerna (1) och (2) f6r numerisk derivering. Taylorutvecklingen lyder:

h? h3 ht
fla+h)=f(a)+hf'(a)+ 5" (@) + 5" (@) + 5 fP@)+... ()
Flytta 6ver termen f(a) till vénster sida och dividera allt med h s& erhéalls
_ " m (4)
Mot =10 _ gy L0 170 o 100

P& vénster sida star framétdifferenskvoten A och vi far alltsd sambandet
Ay — f'(a) = ¢ h + O(h?). Trunkeringsfelet #ir proportionellt mot steget h
(med den okénda proportionalitetsfaktorn f”(a)/2).
For att fa trunkeringsfelet for centraldifferenskvotmodellen (2) behover
vi anvénda oss av taylorutvecklingen for f(a—h):
! h2 n h3 mn
fla=h) = fla) =h f(a) + 5 f(a) = 5
Med hjalp av formel (3) kan vi uttrycka differensen f(at+h)— f(a—h) i potenser
av h. Som synes forsvinner alla jaimna potenser och det blir dubbelt upp av
termerna med udda h-potenser, alltsa

4
(a)+%f(4)(a)—...

2n% 2h°
S @+ 5

Dividera allt med 2h och flytta dver f'(a) till vinster sida, si erhalls

f"(a) 9 (a)
g T

fla+h) = fla—h)=2hf'(a) + ®)(a) +

Dy, — f'(a) = h? +...=c-h2+0(hh).




Trunkeringsfelet #ir ungefirligen proportionellt mot h2. DA steget A minskas
med en faktor tio ska felet avta med faktorn hundra, och det &r ju uppfyllt i
tabellkolumnen Dy — f'(1) fram till dess att kancellationsfelet (fran A = 0.001
och nedét) far dominerande inverkan.

Exempelsamlingens Ex 1.3 dr limplig dvningsuppgift, b-delen inne-
hdller en noggrannare differensapprozimation dn framdatdifferenskvot
for derivatan i borjan av en tabell; bra formel att kinna till!

1.3.3 Differenskvotformel for andraderivatan

En god numerisk approximation till andraderivatan f”(a) ér differenskvot-

formeln:
oy LR =20 0) a1 »

Trunkeringsfelet #ir proportionellt mot h?. Visa det med taylorutveckling!

Richardsonextrapolation ar en teknik som pa ett magiskt sitt kan forbattra
virdet vid numerisk derivering och andra numeriska metoder. Det kommer
att behandlas i avsnitt 3.8.

1.4 Linjira ekvationssystem
1.4.1 Gausselimination och Matlabs ekvationssysteml6sare

Borja med att friska upp kunskaperna fran kursen i linjér algebra om vektor-
och matrisrdkning och 16sning av ekvationssystem med gausselimination.

Linjara ekvationssystem &r en vanlig ingrediens i berékningsproblem. Det
kan gélla smé system med bara tre obekanta, men mycket ofta uppgar an-
talet obekanta till hundra eller kanske flera tusen. Med vektor- och matris-
beteckningar skrivs ekvationssystemet Ax = b. Systemmatrisen A &r en
kvadratisk matris, hogerledet b och 16sningsvektorn x dr kolumnvektorer.

Losningen till Ax = b kan skrivas x = A~ 'b. Det &r av stort teore-
tiskt virde, men i praktiken l6ser man aldrig ekvationssystem sa, dvs med
inversberidkning foljt av matris-vektormultiplikation, eftersom det &r ett ono-
digt berdkningskrivande sitt. Gausselimination &r basmetoden for att 16sa
allminna linjara ekvationssystem, och det &r denna teknik som anvénds i
MATLABs inbyggda ekvationssystemlosare: x=A\Db.



Exempel 1: I fargaffaren finns fyra olika grona fargburkar: lindblomsgront, gris-
gront, mossgront och havsgront, var och en bestaende av fyra grundpigment med
procentfordelningen nedan. En kund vill képa en burk illgront som tyvérr inte finns
i affaren. Enligt innehallsdeklarationen bestar illgront av 25% av alla grundpigmen-
ten. Kan farghandlaren astadkomma illgront genom lamplig blandning av de fyra
burkarna? Med nagra MATLAB-satser 16ses problemet sa hér:

1lind=[50 20 30 0]’; % kolumnvektor foér lindblomsgront
gras=[30 65 5 10]1’; % kolumnvektor for grisgront
moss=[15 15 45 25]’; YA mossgront

hav= [ 0 10 25 65]’; YA havsgrént

A=[1lind gras moss hav] % matris uppbyggd av fyra kolumner
wanted=[25 25 25 25]7; % onskad pigmentférdelning, illgrént
x=A\wanted % Matlabs gausseliminationslésare

Resultatvektorn x med komponenterna 0.2997, 0.2476, 0.1726, 0.2801 innehaller
andelarna av de olika burkarna, och farghandlaren ska alltsd blanda (avrundat till
tva siffror) 30% lindblomsgront, 25% grasgront, 17% mossgront och 28% havsgront
for att kunden ska fa sin 6nskade illgrona farg.

1.4.2 Antal operationer och tidsiatging

Att 16sa ett hundra ganger hundra system med dator gar snabbt, men hur
arbetskrivande ar det att 16sa ett system med tusen obekanta — eller all-
ménnare med n obekanta da n ar stort?

Antalet operationer som krivs i gausselimination &r proportionellt mot
kuben pa antalet obekanta, alltsd mot n>. Det inneb#r att om man behover
16sa ett dubbelt si stort system som tidigare sa kommer det att kriva 23
ganger fler operationer. Losningen av ekvationssystemet kommer dirmed
att ta atta ganger langre tid teoretiskt sett. Lat oss undersoka det!

Exempel 2: Konstruera nagra stora ekvationssystem med helfylld systemmatris
och undersdk tidsatgangen i datorn for att losa systemen Vi later matrisen besta
av enhetsmatrisen adderad med en slumptalsmatris som ar latt att astadkomma i
MATLAB.

n=500;
for nr=1:3
n, A=eye(n)+rand(n); b=(1:n)’; tic, x=A\b; toc, n=2%n;

end
Resultatet visar att tiden Okar kraftigt da antalet obekanta for- n tidis
dubblas; tidsforhallandet ligger dock under det teoretiska vérdet 500 0.46
atta, beroende pa att MATLABs systemldsare dr en mycket effektiv ;ggg 12 g

gausseliminationsalgoritm.



Varfor slutade vi undersokningen vid 2000 obekanta? Férdubbling till 4000
innebéar dels att tidsatgéngen i var dator skulle bli ungefir tva minuter, dels
skulle 40002 alltsa 16 miljoner matriselement behéva lagras!

Med den teoretiska losningsformeln med inversberikning, x=inv(A)*b,
tar berdkningen for n = 1000 ungefar sju sekunder, alltsa en onddig tre-
dubbling av tidsatgangen for x=A\b.

Repetera i laroboken i linjar algebra (eller Pohls bok) hur gauss-
elimination gar till och motivering till att antalet operationer vdzer
med kuben pd antalet obekanta.

Ezxempelsamlingens Ex 3.1-3.3 leder till sma linjira ekvations-
system, prova dem!

1.5 Matrisegenskaper

I manga tillimpningar dir ekvationssystem férekommer, har systemmatrisen
goda egenskaper som man kan dra nytta av vid 16sning av systemet.

Om matrisen dr symmetrisk, AT = A, giller att ocksa inversen A~!
ar symmetrisk. Ofta kan lagring och berékningsarbete halveras genom att
symmetrin utnyttjas.

Vid trianguldr systemmatris behovs ingen gausselimination. Om systemet
ar hogertriangulért 16ses det med bakatsubstitution; de obekanta bestéms i
ordningen Zn, p_1,...,21. Systemets understa ekvation ger z, = by, /any,.
Nést understa ger 1 = (by—1 — @n—1n%n)/an—1,n—1. Viarbetar oss uppat
i systemet och far till slut z1 = (b1 — @122 — a13%3 — ... — G1pTy)/a11.

Ett vinstertriangulért system loses uppifran och ned och algoritmen kal-
las framatsubstitution. Antalet operationer for 16sningen av trianguléra sy-
stem #r proportionellt mot n?. Inversmatrisen till en hogertriangulir matris
ar hogertriangulér. En vinstertrianguldr matris har vinstertrianguldr invers.

En diagonaltung matris definieras av |a;| > EZZI,,C# laig], i=1,...,n,
det vill sdga pa varje rad giller att beloppet av diagonalelementet &r stor-
re dn eller lika med summan av beloppen av de utomdiagonala elementen.
Nér systemmatrisen dr diagonaltung kan gausselimination alltid utféras utan
radbyten.

Om matrisen forutom att vara diagonaltung ocksé ar gles (de flesta
matriselementen bestér av nollor), s anvinder man med fordel en iterativ
metod for att 16sa systemet; mer om det i kapitlet om ickelinjira ekvations-
system.



Bandmatriser dr den speciella typ av glesa matriser dér alla ickenollelement
finns koncentrerade i ett band kring huvuddiagonalen. Tridiagonal matris &r
den vanligaste typen av bandmatris da pa varje rad bara diagonalelementet
och dess nirmaste granne pa vardera sidan dr skilda fran noll. Vid stora
tridiagonala system &r det mycket ineffektivt att lagra hela matrisen och
16sa med x=A\b. Det giller att utnyttja bandstrukturen.

I MATLAB finns en uppséittning kommandon och funktioner for effektiv
lagring och hantering av stora glesa matriser, sparse-matriser. Mer om detta
1 senare avsnitt.

1.6 Tridiagonala systemmatriser

1.6.1 Effektiv algoritm f6r 16sning av tridiagonalt system

En tridiagonal matris med det allménna utseendet

A pp 0 0 - 0
@1 d2 po 0 0

0 ¢ d3 p3 - 0

0 0 0 gn-2 dn—1 Pn-1
0 0 0 0 (gu1 dn
kan beskrivas med tre vektorer, en med n komponenter for diagonalen och
en vardera for super- och subdiagonalen med n—1 komponenter. Man vinner
i lagringsutrymme; istiillet for att lagra n? element klarar man sig med 3n.
Losning av ett ekvationssystem med tridiagonal matris gors som vanligt
med hjilp av gausselimination, vilket innebdr att man skaffar nollor under
diagonalen. I detta fall underldttas eliminationen avsevért av att nollorna
redan finns pa plats forutom i elementen ndrmast under diagonalen; det &r
bara subdiagonalelementen ¢, g2, .., ¢n—1 som maste elimineras.
I MATLAB kan algoritmen skrivas:

function x = tridia(d,p,q,b)

% Berdknar 16sningsvektorn x till tridiagonalt system

% med diagonal d, superdiagonal p, subdiagonal q och hégerled b
n=length(b); r=d; g=b; x=b;
for i=2:n

j=i-1; m=q(3)/r(j); r(i)=d(i)-m*p(j); g(i)=b(i)-m*g(j);

end
x(n)=g(n)/r(n);
for i=n-1:-1:1, x(1)=(g(i)-p(i)*x(i+1))/r(i); end

% Vektorn x inneh&ller 1dsningen



Ovning: Genomfér gausselimination av det tridiagonala systemet och veri-
fiera algoritmen ovan!

Observera att tridia inte &r en standardfunktion i MATLAB utan finns med
i kurskatalogen av pedagogiska skél. (MATLABS motsvarande sparsefunktion
ar mer komplicerad att anropa men betydligt snabbare och kommer att ut-
nyttjas vid behandling av randvérdesproblem senare.)

Vi vet att tiden det tar for att 16sa ett helfyllt ekvationssystem Ax = b
vixer med kuben pé antalet obekanta. Med effektivt utférd gausselimination
pa ett tridiagonalt system klarar man sig betydligt lindrigare undan; arbetet
och darmed tidsatgangen vaxer linjart med antalet obekanta. Proportiona-
litetskonstantens virde &r ointressant, viktigare att veta ar att fordubbling
av antalet obekanta leder till ungefarlig fordubbling av berdkningstiden.

Exempel 3: Utnyttja tridia for att 16sa systemet med foljande tridiagonala
matris A och hogerledsvektor b:

1 2000 5.7
25200 11.5
A=]0 25 2 0], b=|16
00 2 5 2 6.8
000 25 9.4

Skapa tre vektorer for diagonalen, super- och subdiagonalen och en vektor
for hogerledet. Sedan &r det bara att anropa tridia.

dia=[1 5 5 5 5]°;

sup=[2 2 2 2]’; sub=sup;

b=[5.7 11.5 1.6 6.8 9.4]7;

x=tridia(dia,sup,sub,b)
Lésningsvektorn blir. zy = 1.5, 20 = 2.1, z3 = —1.0, x4 = 1.2, x5 = 1.4.
Tillférlitligheten i resultatet ska vi strax titta ndrmare pa.

Inversmatrisen till en tridiagonal matris har tyvérr inte samma trevliga
tridiagonala egenskap utan &r i allménhet helfylld utan en enda nolla.

Mycket vanligt forekommande ar symmetriska tridiagonala matriser, och
i vissa problem kommer man inte ifrén att berikna inversen som i detta fall
alltsd &r symmetrisk och helfylld.

1.6.2 Asplunds metod for berikning av inversen till symmetriska
tridiagonala matriser

I kursen i linjér algebra har du lart dig att berékna inversen till nxn matrisen
A genom att 16sa n stycken ekvationssystem med A som systemmatris och
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med de n enhetsvektorerna e, es, ..., e, som hogerledsvektorer. De erhallna
16sningsvektorerna utgor i tur och ordning inversens kolumner.

KTH-matematikern Edgar Asplund visade i borjan pa 1960-talet att for
symmetriska tridiagonala matriser finns det en genvig, det récker att 16sa tva
ekvationssystem — med forsta respektive sista enhetsvektorn som hégerled.
Det leder fram till forsta och sista kolumnen i C=A~! och dirmed ocksa
forsta och sista raden (av symmetriskal).

Inversmatrisens element i och ovanfér diagonalen rédknas nu ldtt ut enligt
féljande algoritm: borja med att beteckna det kinda elementet ¢y, hogst
upp till hoger med «. Elementet c;; bestdms ur det korsvisa sambandet
cik @ = Cip 1 (produkten av sista elementet pa i-te raden och element
nummer k pé forsta raden). Elementen under diagonalen erhalls darefter ur
symmetrin.

Exempel 4: Bestdm inversen till matrisen i Exempel 3.
Forst ska Ac; = e; och Acs = e5 16sas, och det gors med hjilp av tridia
(vektorerna dia, sup och sub dr samma som tidigare):
cl=tridia(dia,sup,sub,[1 0 0 O 0]’)
cb=tridia(dia,sup,sub,[0 0 0 0 1]’)
Vektorn c; placeras in i férsta kolumnen och i forsta raden, och vektorn cj
i sista kolumnen och sista raden.

341 —170 84 —40 16 Ca2 v = —8+ (—170)

—170 X X x =8 e i :2 ?iélo)
C= 84 X X x 4 |, a=16, %7
C3z3 x = 4-84
—40 X X X =2 = 4. (—40)
16 -8 4 -2 1 e =

Cqq O = —2- (—40)

Nu é&r hela 6vre delen av inversen klar och eftersom matrisen &r symmetrisk
4r hela inversmatrisen C = A ! kiind.

341 —-170 84 —40 16 341 —-170 84 —40 16

—170 85 —42 20 -8 —170 85 —42 20 -8

C= 84 X 21 =10 4 | = 84 —42 21 —-10 4
—40 X X 5 -2 —40 20 -10 5 =2

16 -8 4 =2 1 16 -8 4 =2 1

Produkten av A med den erhallna inversmatrisen ska bli enhetsmatrisen, om
alla rékningar gjorts korrekt. Det &r en bra kontroll.
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1.7 Vektor- och matrisnormer

Maxnormen ||x||o och euklidiska normen ||x||o for en vektor definieras av

Illoe = max fzil, Ixllz = \/a? +23+... +22

En vektornorm é&r en reellvird funktion med féljande egenskaper:
|x|| > 0 for varje nollskild vektor x och ||x|| =0 bara om x = 0.
lax|| = |a] ||x]||, dir « &r ett reellt tal.

Ix+yl <|Ix|| + |ly|l (triangelolikheten).
Till varje vektornorm hor en matrisnorm genom definitionen

[ Ax]|
Il

| Al = max
x#0

De tre egenskaperna ovan géller for matrisnormen ocksa. Dartill kommer
foljande anvindbara olikheter: ||Ax|| < ||A[| ||x|| och [|[AB| < ||A]| ||B]|-

n

Den till ||x||c horande maxnormen for en matris ar ||A o = max E |aik]-
<N
- T k=1

Maxnormen fér en matris bildas allts& av den “tyngsta” raden i A, dvs den
rad diar summan av elementens absolutbelopp &r storst. Den euklidiska nor-
men for en matris dr mycket krangligare att berdkna; den utgors av kvadrat-
roten ur storsta egenvirdet till matrisen ATA.

Exempel 5. Berikna normerna ||bllso, [|%X[lcos [[Alloec och [|A Yo for
vektorerna och matrisen i Exempel 3 och inversmatrisen i Exempel 4.

Svar: Hogerledets norm: ||b||s, = 11.5. Losningsvektorns norm: ||x||oo = 2.1.
Matrisens och inversens norm: ||Allco =9 och [|[A™Y|, = 651.

1.8 Experimentell storningsrikning vid ekvationssystem

I manga tillimpningar bestar hogerledet i ekvationssystemet av matdata
medan systemmatriselementen &r konstanta storheter, ofta heltal. Exempel
3 visar ett sddant system dar hogerledsvektorn &r given med en korrekt
decimal. Vi vill veta hur tillforlitlig den erhallna l6sningen &r.

En god idé &ar att gora numeriska experiment med nagra storda ho-
gerledsvektorer och studera kénsligheten i resultatet. Eftersom indata har
en korrekt decimal kan osékerheten i varje hogerledskomponent uppgé till
40.05. De valda hogerleden i MATLAB-satserna uppfyller detta.
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dia=[1 5 5 5 5]’; sup=[2 2 2 2]’; sub=sup;

b =[5.7 11.5 1.6 6.8 9.4]’; x = tridia(dia,sup,sub,b)
bs1=[5.75 11.45 1.65 6.75 9.45]°; xsl=tridia(dia,sup,sub,bsl)
bs2=[5.65 11.55 1.55 6.75 9.45]’; xs2=tridia(dia,sup,sub,bs2)

Losningen i det ostorda fallet &r x = 1.50, 2.10, -1.00, 1.20, 1.40. Det
forsta experimentet ger xs1 = 34.05,-14.15, 7.05,-2.65, 2.95, och det
andra experimentet ger xs2 = -25.45, 15.55,-7.65, 4.35, 0.15.

Bada resultaten ligger langt fran l6sningsvektorn vid ostort hogerled — inte
en siffra &r ratt!

Vi tittar p& normerna for storningarna i indata (dvs hogerledets givna
métdata) och utdata (16sningsvektorn). For bada storningsexperimenten gal-
ler att storningsvektorns maxnorm ||bs—b||s &r 0.05.

For forsta experimentets utdata far vi [|[xs—x||0c = 32.55 och for det andra
fallet: ||xs—x|loc = | —25.45 — 1.50| = 26.95.

Ekvationssystemet &r mycket illa konditionerat, eftersom sma storningar
i indata leder till sa kraftiga variationer i 16sningen. Som matt pa konditio-
nen anviander man forhallandet mellan relativfelet i utdata och relativfelet i
indata. Ett stort konditionstal ar i allminhet en dalig egenskap — sma fel
in orsakar stora fel ut!

Relativfelet i indata blir réknat i maxnorm: R, = 2Pl = 05 — 0.0043.

Relativfelet i utdata blir i forsta experimentet R, = % = % = 15.5.

Kvoten Ry;/Rin = 15.5/0.0043 ~ 3600 ~ 4-10° #r alltsd det experimentellt
erhallna konditionstalet. Ett konditionstal pa dryga tusen innebér att man
riskerar en noggrannhetsforlust pad mer &n tre siffror fran indata till utdata.

Det teoretiska konditionstalet definieras av kieor = ||Al - [|[A 71| T vart
exempel kinner vi [|Alooc =9 och [|A 7! =651 och beréknar alltsa litt
konditionstalet i maximumnorm: 9 -651 = 5859 ~ 6-10%. Det ir som
synes storre dn vart experimentellt utrdknade konditionstal — om det inte
var sa, skulle nagot av dem vara felrdknat. Det teoretiska konditionstalet
ar ndmligen ett matt pa den allra virsta felférstoringen for alla tdnkbara
hégerledsvektorer b med alla tdnkbara storningsriktningar db.

For konditionstalet i euklidisk norm har MATLAB funktionen cond ().
Konditionstalet i maxnorm erhalls med norm(A,inf)*norm(inv(A) ,inf).

Lampliga ovningar ar Ex 3.4, 3.5 i exempelsamlingen.

13



2 MINSTAKVADRATMETODEN

2.1 Overbestimda ekvationssystem

Ett linjéart ekvationssystem &r overbestdmt om antalet ekvationer &r fler &n
antalet obekanta. I allmé&nhet finns ingen l6sning som satisfierar alla ekva-
tionerna, utan man far forsoka finna en s god approximation som mojligt.

Exempel 1: Lings en hundrameters 16parbana vill man ha markeringar vid 60
meter och 80 meter. Pelle, som anser sig ha enmeterskliv, stegar upp 60 steg och
markerar platsen z;. Fran denna plats stegar han 20 steg till platsen z>. Men
dérifran till hundrametersstrecket blir det bara 17 steg. Bést att kontrollera, tycker
Pelle och stegar tillbaka till z;. Efter 38 steg dr han dér. Fyra samband finns nu:
1 & 60; o —x1 &~ 20; 100 — x5 =~ 17; 100 — z; ~ 38. Kan man genom dessa
métningar fa sikrare virden pa Pelles avstandsmarkeringar?

Det blir ett 6verbestdmt system som i matrisform kan skrivas Ax ~ y. Vi
kommer att behdva berdkna avvikelsen mellan hogerled och vinsterled, alltsad y —
Ax. Denna residualvektor betecknas r och har komponenterna ry, 72, r3, r4,

1 0 60
-1 1 I1 ~ 20
0 1 <x2> ~ 183
1 0 62

Systemet bestar av fyra ekvationer men bara tva okdnda storheter, x1 och .

For att kunna 16sa ut tva obekanta krivs tva ekvationer. Det géller att pa listigt
sitt kombinera ekvationerna sa att informationen behalls men antalet ekvationer
reduceras till tva. Ingen 16sning finns som satisfierar alla ekvationerna, i stéllet
forsoker man finna en “bista” 16sning som minimerar felkvadratsumman Y r?.

Genom multiplicering av bada leden i Ax ~ y med en matris med tvd rader och
fyra kolumner 6verfors systemet till ett system med tva ekvationer och tva obekanta.
En matris som uppfyller dimensionskravet finns niira till hands, nimligen AT — vi
vet dock inte om den dr 1lamplig for 6vrigt. Men det dr virt att prova! Bilda alltsa
ATA och ATy och 16s direfter ATAx = ATy.

r (1 -1 0 1 -
AA_(O 110)

—_ O =
O = = O
|
N
|
—
|
N =
N——

60

1 20 | _ [ 102
0 83 | ~ \ 103

62

r. (1 =10
Ay_(o 11

. . . 3 -1 z1\ _ (102
Det 6verbestamda systemet Ax =y ersitts av ( _1 9 ) <x2> = (103>
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med 16sningen x; = 61.4 och x5 = 82.2 {6r Pelles avstandspositioner. Med dessa
virden insatta far residualvektorn r komponenterna —1.4, —0.8, 0.8, 0.6. Residu-
alerna ar sméa och har varierande tecken. Vi har faktiskt funnit den sa kallade
minstakvadratldsningen x som minimerar felkvadratsumman 2.

2.2 Minstakvadratlésning med normalekvationerna

Med minstakvadratmetoden l6ser man 6verbestamda linjéra ekvationssystem
Ax ~ y. Minstakvadratlosningen x erhalls som 16sning till systemet av
normalekvationer AT Ax = ATy. Losningen har den goda egenskapen att
minimera felkvadratsumman Y72, som kan skrivas rr vilket i sin tur &r
identiskt med euklidiska normen i kvadrat, alltsi ||r[|3 eller ||y — Ax||3.

Annorlunda uttryckt: Losningen i minstakvadratmetodens mening till ett
overbestamt system &r den 16sning som minimerar residualvektorns euklidis-
ka norm.

I MATLAB far man minstakvadratldsningen till det 6verbestdmda syste-
met Ax =~ y med satsen x=A\y, alltsd samma som for ett vanligt linjért
ekvationssystem Ax = y. MATLAB kontrollerar férst om A &r en kvadra-
tisk eller rektanguldr matris. Om A &r kvadratisk 16ses systemet med gauss-
elimination, om A &r rektanguldr l6ses motsvarande minstakvadratproblem.
Normalekvationerna behover alltsa aldrig stéllas upp i MATLAB.

Exempel 2: Anpassning av rit linje till mitdata

Vi har en tabell Over vatten-
angans partialtryck p i luft upp-
miétt vid olika temperaturer.

T°C 40 45 50 95 60
pmm Hg | 55.3 | 71.9 | 92.5 | 118.0 | 1494

Matpunkterna ligger approximativt pa en rit linje, och som matematisk modell for
kurvanpassningen ldmpar sig forstagradspolynomet p(T") = c¢; + ¢oT. Vilka viirden
ska ¢; och ¢y ha? Vi far fem ekvationer som ska vara approximativt uppfyllda:
c1 +40cy =~ 55.3, ¢ +4b5cy =~ 71.9, c¢1 +50cy =~ 92.5, ¢ + 55¢ ~ 118.0,
c1 + 60cy ~ 149.4.

Matdata och anpassad linje

Systemet kan skrivas pa matrisform Ac ~ y: 150
1 40 55.3
1 45 o 71.9 100
1 50 . R~ 92.5 °
1 55 ? 118.0
1 60 149.4

50
40 45 50 55 60

For handriakning av problemet behover vi stilla upp och 16sa normalekvationerna
5 250 ¢ 487.1
T _ AT, . 1 —
ATAc=Aly: < 250 12750 ) < e ) - ( 25526.5 )
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Minstakvadratlosningen blir ¢; = —136.9 och ¢; =4.686. Den béast anpassande rita
linjen lyder alltsd p(T') = —136.9 4+ 4.6867. Residualerna ligger mellan —5 och 5
och felkvadratsumman ar 85.38. [ matlab l6ses problemet av féljande satser:

T=(40:5:60)’; y=[55.3 71.9 92.5 118 149.4]’;
A=[ones(5,1) T];

c=A\y, yanp=Axc; r=y-yanp, felkvsum=r’*r
plot(T,y,’0’,T,yanp)

2.3 Linjar modellanpassning som minstakvadratproblem

Givet dr en uppsattning data (¢;, y;), ¢ = 1,2, ..., m. Givet ar ocksé en linjar
modellfunktion F(t) = c1¢1(t) + cada(t) + ... + cndn(t), som &r en linjér-
kombination av pa férhand valda basfunktioner ¢ (t), k = 1,2,...,n, n < m.
Problemet &r att bestimma parametrarna ci, cs,...,c, sa att summan av
kvadraterna pé avvikelserna y; — F'(¢;) minimeras.

Modellfunktionen kan vara ett forstagradspolynom F'(t) = ¢1 + cot med
basfunktionerna ¢;(t) = 1 och ¢o(t) = ¢. I periodiska problem kan modell-
funktionen vara ett trigonometriskt polynom F(t) = ¢1 + co cost + c3 sint.
I ett annat sammanhang kan modellen utgoras av ett blandat uttryck, t ex
F(t) = cit + cae P + c3 cos mt med basfunktionerna ¢1(t) = ¢, ¢o(t) = et
och ¢3(t) = cos mt.

For att minstakvadratmetoden ska kunna tillampas kravs att paramet-
rarna ingar pa det beskrivna linjdra sdttet. Om parametrarna inte gor det,
ar det ibland mojligt att transformera problemet till linjar form. I annat fall
krévs en metod for ickelinjar modellanpassning som behandlas senare.

Geometrisk hirledning av normalekvationerna

Vi ska med en geometrisk betraktelse hirleda normalekvationerna for fallet
F(t) = c1¢1(t) + copa(t). Med m méitdata far vi det 6verbestdmda systemet
F(t;) = vy, 1 = 1,2,...,m. I vektorform kan det skrivas F =~ y, déar
F = c1¢; + co¢py, eller med utskrivna komponenter

¢1(t1) p2(t1) p1(t1)  d2(tr)
Foo |20 | o @0 | 2 [0 o) <2>:Ac
¢1 (tm) ¢2 (tm) ¢1 (tm) ¢2 (tm)

Onskemalet #r att finna ¢, och ¢y s att ||y — F||o minimeras. Euklidisk norm
kan tolkas som lidngden av en vektor, alltsa géller det att finna F sadan att
langden av vektorn y — F blir sa liten som mdjligt.
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Resonera s& hir: F &r en linjirkombination av ¢ och ¢,. Médngden av
alla linjarkombinationer av ¢; och ¢, spénner upp ett plan. Vektorn y tillhor
inte planet; y kan ju inte skrivas som en linjirkombination av ¢; och ¢,.
Daremot finns den sékta vektorn F i planet. Problemet ar nu att i detta plan
finna den vektor som har det kortaste avstandet till den givna vektorn y.
Losningen far man av det vélkdnda forhallandet att det vinkelrdta avstandet
fran en punkt till ett plan &r det kortaste.

Vektorn y — F ska dérfér vara ortogonal mot planet. I planet ligger ju
vektorerna ¢; och ¢,. Alltsa giller att y — F ska vara ortogonal mot savil
¢, som ¢,. Det innebir att ¢ (y — F) = 0 och ¢ (y — F) = 0, vilket kan
sammanforas i

¢§ (y—F) = ! — Al(y-F)=0 — AT(y-Ac)=0.
b5 0

Det sista sambandet kan ocksa skrivas A”Ac = ATy, alltsd normalekva-
tionerna. Ortogonalitetsegenskapen AT (y — Ac) = 0 eller kortare skrivet,
ATr = 0, #r viktig. Den kan t ex anvindas som kontroll av en beriiknad
minstakvadratlosning.

Recept for minstakvadratproblemlésning

e Formulera forst det 6verbestdmda systemet for den linjdra modellen.
e Ligg givna data i vektorer. Transformera data om sa behdvs.

e Generera systemmatrisen i det dverbestdmda ekvationssystemet.

e Berdkna minstakvadratlosningen.

e Berikna den linjara modellens virden i matpunkterna och bilda resi-
dualvektorn.

e Berdkna modellens virden med mindre steg for att f4 en jamn kurva.
Atertransformera modellens virden om s& behovs.

e Rita kurvresultatet och markera givna méatviarden; rita residualkurvan.

Exempel 3: Radioaktivt s6nderfall

Ett radioaktivt dmne sonderfaller i ickeradioaktiva produkter. Stralningsvirdet z
(becquerel) har uppmiitts vid 6kande tider (sekunder). Anpassa métdata nedan till
den matematiska modellen z(t) = zoe™*t.

t 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
z | 0.100 | 0.0892 | 0.0776 | 0.0705 | 0.0603 | 0.0542 | 0.0471

Skriv om uttrycket pa linjar form genom att logaritmera bigge leden:
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y=Inz=Ilnzg—kt=c1 +c2t med zog =€ och k= —cs.
En rit linje kan anpassas till de logaritmerade x-virdena. Det Overbestimda ekva-
tionssystemet bestar av ekvationerna ¢; + cot; ® Inz;, ¢ = 1,2, ..., 7.
Receptet tillimpas och leder till MATLAB-satserna:

t=(0:500:3000)’; x=[0.1000 0.0892 0.0776 0.0705 0.0603 0.0542 0.0471]’;
y=log(x);

A=[ones(size(t)) t]; c=A\y, yanp=A*c; res=y-yanp

x0=exp(c(1)), k=-c(2)

xanp=x0*exp (-k*t); resx=x-xanp;

T=(0:50:3000) ’; X=x0*exp(-k*T);

subplot(2,2,1), plot(t,x,’x’, T,X)

subplot(2,2,2), plot(t,resx)

Resultatet blir 2o = 0.1006 och k& = 2.5052 - 10— . Resultatet efter atertransforme-
ring till exponentialkurva visas i vinstra figuren. Hogra diagrammet visar avvikelsen
mellan uppmétta stralningsvirden och den anpassade modellen.

Data och anpassad kurva x1072 X = xanp

0.12 15
0.1 1
0.5

0.08
0
0.0 -0.5
0.04 -1

0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000

2.4 Val av basfunktioner vid polynomanpassning

Normalekvationerna utgor ett ekvationssystem med nagra trevliga egenska-
per: systemmatrisen AT A #r liten jimfort med ursprungliga matrisen, och
den dr symmetrisk. Tyvérr finns ocksd en sémre egenskap: det ar latt hint
att ATA far ett mycket stort konditionstal. Det innebér att sma avrund-
ningsfel i matrisen eller smé berdkningsfel som inférs under 16sningens gang
fortplantas kraftigt och kan ha férodande effekt pa de berdknade paramet-
rarna. Vid polynomanpassning kan en enkel centrering forbattra konditionen
avsevart.

Exempel: Anpassa ett andragradspolynom till fem punkter med xz-koordinaterna
15, 16, 17, 18, 19 och y-koordinaterna 15, 8, 5, 3, 3. Vi prévar dels den vanliga naiva
formen F(x) = a; + asx + azz?, och dels en centrerad ansats da man i stillet for

potenser av x viljer basfunktioner som &r potenser av & — Tmeder- 1 exemplet &r
Tmedel = 17, dirfor skriver vi F(z) = ¢; + ca(z — 17) + e3(x — 17)%
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I forsta fallet byggs det Gverbestdmda systemet upp av en matris med ettor i
forsta kolumnen, z-virdena i den andra och z-virdenas kvadrater i tredje kolumnen.
Normalekvationerna blir

) 85 1455 a1 34
85 1455 25075 ax | = | 549
1455 25075 434979 as 8923

Matrisen far alltsd mycket stora element. Konditionstalet ér ~ 3-10%. Losningen till
normalekvationerna ar a; = 363.6, as = —39.33, as = 1.0714, men konditionstalets
storlek gor att resultatet mycket l4tt avviker fran detta.

Om till exempel elementet 434979 avrundas till 435000 (en relativ storning pa
21/434979 = 5-1075) och inga andra fel gors blir 16sningen a; = 179.1, as = —17.47
och a3z = 0.4286, inte en siffra ar ratt!

Den centrerade polynomansatsen F(z) = ¢; + ca2(x — 17) + c3(z — 17)? ger en
mycket trevligare matris A med ettor i forsta kolumnen, talen —2, —1, 0, 1, 2i
andra kolumnen och talen 4, 1, 0, 1, 4 i tredje kolumnen. Normalekvationerna blir

5 0 10 c1 34
0 10 O c2 | =1-29
10 0 34 c3 83

med 16sningen ¢; = 4.657, co = —2.900, ¢3 = 1.0714. Polynomet blir alltsd F(z) =
4.657 — 2.900(x — 17) + 1.0714(z — 17)%. Matrisen AT A far s lagt konditionstal
som 28. Centrering ger dubbel utdelning, dels férbéattras konditionen, dels blir rik-
ningarna mycket enklare eftersom matriselementen far behaglig storlek. Genom att
vilja medelviardet av z-virdena vid centreringen uppnar vi viss ortogonalitet — en
hel del element i normalekvationsmatrisen blir noll.

2.5 Residualanalys

Vid modellanpassning erhalls forutom minstakvadratlosningen &ven en resi-
dualvektor r som kan ritas som en residualkurva . Genom att studera den lite
ndrmare kan man fa uppslag till lamplig modifiering av modellfunktionen.
Vi ska visa det i ett exempel. Hir ar en tabell 6ver vattenangans tryck 6ver
ett storre temperaturomrade:

T |40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
p |5 72 93 118 149 188 234 289 355 434 526 634 760

Anpassning med rit linje p(T') = ¢1 +¢oT till dessa data ger resultatet Gverst
i nésta figur. Som synes ar en rét linje en ganska dalig modell. Till hoger visas
residualkurvan och den ger idé om hur modellen kan forbéttras. Residualkur-
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van liknar ndmligen en parabel, det vill siga ett andragradspolynom. Korri-
gera dirfor ursprungsmodellen med andragradspolynomet q; + goT + ¢3T? .

p(T) =c1 + T+ q1 + T + 3T = (c1 + q1) + (c2 + ¢2)T + 3 T?

som kan ju kan skrivas p(T) = a; +aoT +a3T?, dir a1, az och a3 ir okinda
parametrar. Nar denna modell anpassas till métdata erhélls resultatet i de
undre figurerna.

Gradtal 1 Residualkurva
800 150
600 X 100
400 5 50
X
200 % 0
X
0 -50
200 -100
40 60 80 100 40 60 80 100
Gradtal 2 Residualkurva
800 20
600 10
400 0
200 -10
0 -20
40 60 80 100 40 60 80 100

Parabeln ger mycket béattre anpassning till matvardena; felkvadratsumman
har nu sjunkit fran 48000 till 1100. Eftersom residualkurvan liknar ett tred-
jegradspolynom kan man prova att oka gradtalet till tre, men det ldmnas
som 6vning.

T=(40:5:100)’; p=[55 72 93 118 149 188 234 289 355 434 526 634 760]’;
A=[ones(13,1) T 1; c=A\p

r=p-A*c; fkvsuml=r’*r

X=(40:100)’; S=[ones(size(X)) X]; P=Sxc;
subplot(2,2,1), plot(T,p,’x’, X,P), title(’Gradtal 1°)
subplot(2,2,2), plot(T,r), title(’Residualkurva’)

A=[A T.~2]; c=A\p

r=p-A*c; fkvsum2=r’*r

S=[S X."2]; P=Sxc;

subplot(2,2,3), plot(T,p,’x’, X,P), title(’Gradtal 2’)
subplot(2,2,4), plot(T,r), title(’Residualkurva’)

I exempelsamlingen finns manga duvningar pd minstakvadrat-
problem av olika karaktdr, alla med fullstindiga l0sningar.
Ex 4.1-4.19 rekommenderas.
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2.6 Experimentell storningsrikning

I de flesta praktiska problem bygger indata pa uppmétta virden behéfta-
de med viss osdkerhet. Det kan vara onoggrannhet i métinstrumenten, olika
storningar som paverkar métningarna etc. Naturligtvis orsakar detta att ut-
data (sdsom berdknade virden pa modellparametrar) blir behiftade med
osékerhet, som man helst vill ha full kontroll 6ver.

Ett vanligt sétt att behandla métfel &r att anta att de &r normalfor-
delade med medelviarde noll och en viss spridning o. I detta avsnitt ska
vi undersoka storningarnas inverkan genom att generera simulerade matfel
med MATLABs slumptalsgenerator. Genom att kora samma minstakvadrat-
problem med olika storningar kan vi f& en uppfattning om hur stérnings-
kénslig minstakvadratlosningen &r, bade nér det giller parametrarna och
den resulterande kurvan.

Nér vi anpassar en viss modell till data &r ju 6nskemaélet att f& bade nog-
granna (= ej storningskénsliga) parametervirden och smé residualer (= god
anpassning). Tyvérr gar dessa tva onskemaél inte alltid att uppfylla samtidigt
— vill vi ha liten residual sa blir parametrarna ofta storningskénsliga; vill vi
ha noggranna parametrar sa far vi néja oss med storre residualer.

Exempel 4: Storningskiinslighet vid polynomanpassning

Lat oss atervinda till tabellen i Exempel 2 dir T-virdena betraktas som exakta
storheter, medan de fem uppmitta p-virdena antas ha en osdkerhet pa +0.05.
Vi vill prova anpassning med ett forstagradspolynom c¢; + ¢2T och studera hur
parametervirdena paverkas av storningar i mitdata. Déarefter gor vi om forfarandet
da modellen #r ett andragradspolynom pa den naiva formen c¢; + cxT + ¢3T2.

Foljande program simulerar 100 storda indatatabeller dér storningarna far ut-
goras av slumpgenererade tal mellan —0.05 och 0.05. Bestdm maxbeloppet av av-
vikelsen i varje parameter, vilket ger en skattning av absoluta felgrinsen for para-
metervirdet.

T=(40:5:60)’; y=[55.3 71.9 92.5 118.0 149.4]’;
grad=1, A=[ones(size(T)) Tl; c=A\y;
r=y-A*c; fkvsum=r’*r

cl=c(1); c2=c(2); % losning, ostérda fallet

c1d=[1; c2d=[1;

for i=1:100 % 100 férstagradspolynom
ys=y+0.05% (2*rand (size(T))-1); cs=A\ys; % simulera stdérda data och 13s
cld=[cld cs(1)-c1]; c2d=[c2d cs(2)-c2]; % lagra avvikelserna

end

clerr=[cl max(abs(cid))]
c2err=[c2 max(abs(c2d))]
kondA=cond (A)
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% Oka gradtalet

grad=2, A=[A T."2]; c=A\y;

r=y-A*c; fkvsum=r’*r

cl=c(1); c2=c(2); c3=c(3);

cld=[1; c2d=[1; c3d=[1;

for i=1:100 % 100 andragradspolynom
ys=y+0.05% (2*rand (size(T))-1); cs=A\ys;
cld=[cid cs(1)-c1]; c2d=[c2d cs(2)-c2]; c3d=[c3d cs(3)-c3];

end

clerr=[cl max(abs(cid))],

c2err=[c2 max(abs(c2d))]

c3err=[c3 max(abs(c3d))],

kondA=cond (A)

For forstagradspolynomet blir felkvadratsumman 85.4 och parametrarna med skat-
tad osdkerhet blir ¢; = —136.9 + 0.2 och ¢, = 4.686 4+ 0.004. Konditionstal: 360.
For det anpassande andragradspolynomet blir felkvadratsumman sa liten som 0.36,
men parametrarna far nu storre osdkerhet: ¢; = 104.6 £ 2.2, ¢ = —5.2+ 0.1
och c3 = 0.099 £ 0.001. Det beror pa att problemet blivit mera illakonditionerat,
matrisens konditionstal dr drygt 100000. (Med centrering skulle i detta fall en stor
konditionsforbattring nas.)

Studera Ex 4.21, kemisk reaktionsmodell enligt Arrhenius.

2.7 Praktisk statistik vid minstakvadratanpassning

Ar 1805 publicerade Legendre en kometbaneberikning, dér for forsta gangen
minstakvadratmetoden anvindes. Han hade méanga observationer av komet-
positioner och till dem skulle han anpassa en kurva av den allménna form
som Newton hérlett, alltsa precis den typ av problem som vi l6st. Legendre
gav ingen annan motivering till att han minimerade just felkvadratsumman
an att metoden gav enkla rékningar. Gauss kommenterade da att han se-
dan linge anvinde metoden, eftersom den gav den mest effektiva statistiska
uppskattningen av parametervdirdena.

Vi ska se vad han menade med det. Lat ¢* vara den verkliga (okénda)
parametervektorn och Ac* de exakta métvirden (m stycken) som vi skulle
ha om inga métfel funnes. I verkligheten finns det slumpmassiga stérningar
di, do,...,d, 1 mitvirdena som gor att méatdatavektorn kan skrivas y =
Ac* +d. Om vi anvinder minstakvadratmetoden pa problemet Ac =~ y
giller enligt normalekvationerna ATAc = ATy, alltsa ¢ = (ATA)1ATy.
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Satt in y = Ac*+d sa far vi ett samband mellan parametervektorn och
miitfelen: ¢ = (ATA)7!AT(Ac* +d) =c* + (ATA)1ATd.

Ju storre variansen dr i métdata, desto storre blir tydligen variansen i
parametrarna ¢, men medelvirdet &r i alla fall ¢* (som det ska vara).

Gauss visade att minstakvadratmetoden &r den anpassningsmetod som
ger minsta mojliga varians i ¢, och han gav ocksa en uppskattning av osa-
kerheten i varje komponent av parametervektorn c:

Om ¢ (med n komponenter) och residualvektorn r (med m komponen-
ter) har beriknats med minstakvadratmetoden och om man forutsitter att
modellen dar perfekt, sa beror residualerna helt pa slumpfel i mdtvardena.
Variansen i detta slumpfel kan uppskattas med s2 = r’r/(m — n).

For berdkning av variansen i de berdknade parametrarna beh6vs matrisen
W = (ATA)7!, egentligen endast dess diagonalelement w;;. Variansen i
komponenten ¢; kan ndmligen skattas med

o?(c;) = wi; s° = wirl r/(m —n)

och standardavvikelsen alltsa o(c;) = v/w;; rTr/(m — n).
Ofta anger man felgransen +2¢0. For normalfordelning har man d& 95%
konfidens att felet ligger inom felgransen.

Exempel 5: Radioaktivt sonderfall, osikerhet i parametrarna

Anvand skattningarna ovan for att undersoka noggrannheten i de berdknade para-
metervirdena i Exempel 3.

m=7; n=2; t=(0:500:3000);

x=[0.1000 0.0892 0.0776 0.0705 0.0603 0.0542 0.0471]’; y=log(x);
A=[ones(m,1) tl; c=A\y;

yanp=A*c; r=y-yanp;

s2=r’+r/(m-n), W=inv(A’*A); sigma2c=diag(W)*s2;

standfel=sqrt (sigma2c) ; % standardavvikelser i c
cl=c(1), clfel95=2*standfel (1) % 95% konfidensintervall for cil
c2=c(2), c2fel95=2*standfel(2) % 95% konfidensintervall for c2

x0=exp(cl);
xOmin=exp(cl-c1fel95);
xOmax=exp(cl+clfeld5);

x0intval=[xOmin x0 xOmax] % konfidensintervall fér x0 (95%)

k=-c2; kmin=-c2-c2fel95; kmax=-c2+c2fel95;

k_intval=[kmin k kmax] % konfidensintervall foér k (95%)
Det numeriska resultatet blir ¢; = —2.2966 £+ 0.0171 (felgrénsen &r virdet av vari-

abeln c1fel95) och ¢; = —0.0002505 & 0.0000095. Utskriften av xOintval ar de
tre talen 0.0989, 0.1006, 0.1023.

Ur resultaten kan vi sammanfatta parametervirdena xy och k med felgranser: zo =
0.101 +0.002 och k& = 0.00025 % 0.00001.
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3 INTERPOLATION

3.1 Interpolationspolynom som modell till rutschbana

En rutschbana ska konstrueras genom sex punkter med de givna z-virdena
x = 0.5, 1.5, 2.5, 3, 4, 5 och tillhérande hojdvirden y =3, 1.5, 1.5, 1, 1, 0
(métt i meter). Man kan interpolera genom négra punkter i taget eller ut-
nyttja alla sex punkterna pé en gang. Lat oss préva nagra olika modeller och
betrakta den interpolerande rutschbanekurvan for varje fall.

Enklast &r att dra rita linjer mellan punkterna, linjdr interpolation . Om
vi vill berdkna ett visst virde pa den rita linjen som sammanbinder forsta
och andra punkten utnyttjar vi formeln for linjér interpolation

Y2 —
P(z) =y + ——(x — 7). 5
@ =u+L L) )
Vid kvadratisk interpolation lagger man ett andragradspolynom genom tre
givna punkter. Allmént géller att genom n givna punkter finns ett entydigt
bestdmt interpolerande polynom av gradtal n—1.
Polynomet kan anséttas pa den naiva formen

P(z) =c; + ez + c32° + - + ¢zt (6)
eller skrivas med en ansats som foreslogs av Newton
P(z) = cr+co(z—z1)+es(z—x) (2 —z2) +ea(x—21) (2 —22) (B —23)+- - (7)

och som kallas for Newtons interpolationsformel. Koefficienterna c¢; hér
kommer att anta helt andra virden dn koefficienterna i den naiva ansatsen.

Vilken av formlerna man &n véljer, sa géller att de okéinda koefficienterna
bestdms ur de n sambanden P(x;) = y;, ¢ = 1,2,...,n, som bildar ett
linjart ekvationssystem med n ekvationer och n obekanta.

Newtons ansats (7) dr den allra bésta ur handrikningssynpunkt eftersom
systemmatrisen blir trianguldr och elementen oftast blir latthanterligt smé.
Koefficienterna erhélls med sa kallad framéatsubstitution.

Vid datorrikning kan man i regel utnyttja den naiva ansatsen (6) som
ar enklare att programmera. Systemmatrisens forsta kolumn kommer nu att
innehalla n stycken ettor, andra kolumnen bestar av z-vardena, tredje kolum-
nen av z-vardena i kvadrat och sa vidare. Matrisen kallas vandermondematris
efter 1700-talsmatematikern Vandermonde.
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Lagrangeinterpolation dr en alternativ metod fér bestdmning av interpola-
tionspolynomet P(x). Det skrivs da

B HZ:I,k;&j(x — )
HZ:L;;#(%' — Tk)
Det ar en explicit formel for polynomet av gradtal n — 1, men tyvarr med

ganska otrevligt utseende. Vi skriver ut formeln for fallet med ett interpole-
rande andragradspolynom genom tre punkter.

P(z) = y1L1(x) + y2Lo(z) + - + ynLn(z), dér Lj(z)

(x — z9)(x — x3) (x —z1)(x — x3) (x —z1)(x — z2)

P(z) =y +y3

(z1 — 72) (71 — 73) (z2 — m1) (72 — 73) (z3 — m1) (73 — 72)

Rutschbana av tvi sammanfogade kurvor:

Nar det géller rutschbaneproblemet &r sex punkter givna; vi kan till exem-
pel vilja ett andragradspolynom genom de tre férsta punkterna och darefter
ett tredjegradspolynom genom punkterna tre till och med sex. Vi delar allt-
sa intervallet i tva delar med brytpunkt vid x3. Det blir féljande satser i
MATLAB:

xx=[0.5 1.5 2.5 3 4 5],

yy=[ 3 1.5 1.5 1 1 01%;

subplot(2,2,1), stem(xx,yy,’:’), hold on

plot ([0 5],[0 0],’g--?) % gronstreckad mark
plot(xx,yy), axis equal % rata linjer mellan mitpunkterna

subplot(2,2,2), stem(xx,yy,’:’), hold on

plot ([0 5],[0 0],’g--?)

x=xx(1:3); y=yy(1:3); % ldgg andragradare genom pkt nr 1,2,3
A=[ones(3,1) x x.72], c=A\y

X2=0.5:0.1:2.5; P2=c(1)+c(2)*X2+c(3)*X2.~2;

x=xx(3:6); y=yy(3:6); % lagg tredjegradare genom pkt 3,4,5,6
A=[ones(4,1) x x.72 x.73], c=A\y

X3=2.5:0.1:5; P3=c(1)+c(2)*X3+c(3)*X3.~2+c(4)*X3."3;

plot(X2,P2, X3,P3), axis equal

Bana av fem rata linjer Tvadelad bana, P2 foljd av P3
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Det blir en rutschbana med en tvir knyck vid brytpunkten z3. Kan det
mojligen bli béattre om brytpunkten ldggs vid x4, sd att interpolationen forst
gors med tredjegradspolynom och andragradskurvan kommer pa slutet?

Rutschbanan blir annorlunda med en spets nedat, men knappast accep-
tabel nu heller.

Tvadelad bana, P3 fsljd av P2 Bana av ett femtegradspolynom

3.2 Polynom av hég grad genom alla punkter

Genom att utnyttja alla sex givna punkterna kan vi interpolera med ett
femtegradspolynom.

% banab, Femtegradspolynom genom alla punkterna
x=[0.56 1.6 2.5 3 4 5]’; y=[831.51.56 1 1 0]’
A=[ones(6,1) x x.72 x.73 x.74 x.75], c=A\y
X=x(1):0.1:x(6);
P=c(1)+c(2)*X+c(3) *X.~2+c(4) *X.~3+c(5) *X.~4+c(6) *X."5;
subplot(2,2,4), stem(x,y,’:’), hold on
plot ([0 5],[0 0],’g--?, X,P), axis equal

Nar gradtalet pa polynomet véxer, blir satsen som berdknar polynomvardena
allt langre. Det kan da vara idé att ta till Horners algoritm som ar en enkel
och effektiv algoritm for utrdkning av polynomvirden. Multiplikationerna
och additionerna gors i den ordning som anges med parenteserna hér:

P(z) = ((((csx +c5)x+ca)z+c3)x +c2)x + ¢

Uttrycket inom varje parentes ar pa formen p x + c¢i. Det gor att hela berék-
ningen av polynomvérdena kan skrivas:
P=0; for k=n:-1:1, P=P.*X+c(k); end

Modellen med ett femtegradspolynom leder till en sldt och fin kurva &ver-
allt men den far ganska kraftiga svingar mellan interpolationspunkterna (sa
kallat Runges fenomen), vilket vi kan se i den hogra rutschbanefiguren. Som
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rutschbana &r det ingen idealisk modell; vid en aktur fastnar man troligen
redan i den forsta dalen strax efter x = 1. Femtegradspolynomet blir
P(z) = 10.1429 — 23.2190z + 22.166722 — 9.49052° + 1.84762* — 0.133325.

Studera systemmatrisen (vandermondematrisen) lite nirmare, den ar helfylld
med elementen:

1 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125
1 1.5 2.25 3.375 5.0625 7.59375
1 2.5 6.25 15.625 39.0625 97.65625
1 3 9 27 81 243
1 4 16 64 256 1024
1 5 25 125 625 3125

Konditionstalet #r drygt 105 vilket #r ganska stort men inte katastrofalt
anda, eftersom berdkningarna utfors med femtonsiffrig precision. Vi har ju
rad att forlora fem siffror och fa kvar tio siffrors noggrannhet i polynomets
koefficienter. I avsnitt 3.4 kommer vi att raka ut for ett interpolationsproblem
dér illakonditioneringen &r mer férodande for resultatet.

Rutschbanans femtegradspolynom med Newtons formel

Newtons ansats (7) dr rdddningen om den naiva ansatsens matris blir alltfor
illakonditionerad. Det kan vara bra att ha en MATLAB-mall for algoritmen,
dérfor visar vi hur rutschbanefallets entydigt bestdmda femtegradspolynom
erhalls med MATLAB:

% banabn, femtegradspolynom med Newtons ansats
x=[0.5 1.5 2.5 3 4 5]’; y=[31.51.5110]%;

ak=ones(6,1); A=ak; % bygg upp A kolumn fér kolumn

for kol=2:6, ak=ak.*(x-x(kol-1)); A=[A ak]; end

c=A\y

X=x(1):0.1:x(6); % berdkna P(X) med Horners algoritm

P=0; for k=6:-1:1, P=P.*(X-x(k))+c(k); end
plot(x,y,’o’, X,P), axis equal

Den triangulidra matrisen och de beridknade koefficienterna blir i detta fall

A= 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 2 2 0 0 0
1 2.5 3.75 1.875 0 0
1 3.5 8.75 13.125 13.1250 0
1 4.5 15.75 39.375 78.7500 78.75
c = 3.0000 -1.5000 0.7500 -0.5667 0.3143 -0.1333
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Femtegradspolynomet skrivs nu

P(x) = 3.0000 — 1.5000(z — 0.5) + 0.7500(z — 0.5)(z — 1.5)—

—0.5667(z — 0.5)(z — 1.5)(z — 2.5) + 0.3143(z — 0.5)(z — 1.5)(z — 2.5)(z — 3)—

—0.1333(z — 0.5)(x — 1.5)(z — 2.5)(z — 3)(z — 4)
och det ar identiskt med det tidigare bestdmda polynomet.

Vi kan konstatera att vi &nnu inte funnit nagon lamplig modell for rutsch-
banan. De bada forsta modellerna med brytpunkt vid z3 eller 24 duger ju inte
pa grund av kantigheten. Det interpolerande femtegradspolynomet har vis-
serligen inga knyckar nagonstans men kurvans yviga svingar mellan de givna
punkterna (Runges fenomen) gor att den inte fungerar bra som rutschbana.
Vi &r inte ndjda &n utan far séka efter en béttre modell!

Ezempelsamlingens Ex 5.1-5.6, 5.7a,b,c passar bra att dva pa.

3.3 Styckvis interpolation

Vi provar sa kallad styckvis interpolation dér varje stycke utgors av partiet
mellan tvi pa varandra foljande interpolationspunkter. Enklast &r styckuvis
linjdr interpolation som vi inledde kapitlet med. Men vi skriver nu om formel
(5) sedan vi forst infort beteckningar for differenserna i z-led och y-led:
hi = ziv1 —2; och Ay =y — yi-

P(z) = P(z; +t-h;) = y; + t-Ay;. (8)

Storheten t &r en lokal variabel som uppfyller 0 < ¢ < 1 for varje stycke
mellan tva interpolationspunkter. Sambandet mellan ¢ och z dr t=(x—z;)/h;.
Resultatet av styckvis linjér interpolation &r en kontinuerlig kurva, men den
ar kantig (diskontinuerlig derivata) vid interpolationspunkterna.

3.3.1 Hermiteinterpolation

Vid hermiteinterpolation utnyttjas forutom punkterna &ven information om
lutningarna k; i interpolationspunkterna (x;,y;).
Det styckvisa tredjegradspolynomet P(z) som bestdms av villkoren

P(z;) =yi, P(zit1) =yir1, P'(zi) = ki, P'(ziy1) = ki

kan skrivas med Hermites interpolationsformel. Inga okdnda koefficienter be-
héver bestdmmas utan det dr en explicit algoritm som for stycket mellan z;
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och x;41 ser ut sa héar:

Pz +t-h;) = yi + t-Ay; + t(1 =) gi + (1 = t) ¢ )
dér g; = hik; — Ay; och ¢; = 2Ay; — hi(ki + kiy1).

De tva forsta termerna i uttrycket for P &r samma som i formel (8), sedan
tillkommer en andragrads- och en tredjegradsterm som béda ger bidraget
noll d& t=0 och t=1, dvs i de omgivande interpolationspunkterna. Darmed
inses att villkoren P(z;) = y;, P(z;4+1) = yi+1 ar uppfyllda.

Genom derivering av P(z) = P(x; + t-h;) och inséttning av ¢ =0 och
t=1 ska vi visa att de bada derivatavillkoren P'(z;) = k;, P'(zi+1) = kit1
satisfieras. For stycket mellan x; och x;4 géller

P'(z) = —(Ay; + (1 — 2t)g; + (2t — 3t%)cy).

1
h
Satt int=1: P’(l‘iJrl) = h%(Ayl — (h,kl — Ayl) — ( 2Ayl — hl(kl + ki+1)) = ki+1.
Hermiteinterpolationsformeln (9) uppfyller alltsé de fyra villkoren.

Differenskvot for lutningarna — fusksplinekurva

Ibland kdnner man till hur kurvan ska luta i borjan och i slutet, dvs k;
och k, &r givna, men inget &r kint om kurvans lutning vid de inre interpo-
lationspunkterna. En god idé kan da vara att bestdmma lutningen k; som
centraldifferenskvoten

fy = LYol 93 o (10)
Ti+1 — Li—1

Geometriskt sett &r det lutningen for linjen som gar genom vénstra och hogra
grannpunkten. I MATLAB kan uttrycket (10) skrivas kompakt (se koden).

Vi provar den hér fusksplinemodellen for véar Fusksplinekurva
rutschbana och later banan vara horisontell i
boérjan och slutet, alltsa k1 = 0, kg = 0. Det

3

25
ar latt att berdkna ko,..., ks for hand med ,
differenskvoten (10): ko = —%, ks = —%, 15
ko= —1, ks — -1, 1

Det blir en fullt acceptabel rutschbana utan os
tvara knyckar och med lagom stora svingar o
mellan interpolationspunkterna. 0 1 5 3 7 s
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% Hermiteinterpolation, fallet fusksplines
% Rutschbanedata och stolpritning med stem som tidigare
k=[0; (y(3:6)-y(1:4))./(x(3:6)-x(1:4)); 0];
h=diff(x); dy=diff(y);
g=h.*k(1:5)-dy; c=2*dy-h.*(k(1:5)+k(2:6));
t=0:0.1:1;
for i=1:5
xt=x(i)+t*h(i);
yt=y (L) +t*dy (L) +t. x (1-t) *g (i) +t.~2. % (1-t) *c (i) ;
plot(xt,yt)
end
axis equal, title(’Fusksplinekurva’)

3.3.2 Interpolation med kubiska splines

Vi har nu f6ljande djérva problem: Givet ett antal punkter (x;,y;) och ingen
ytterligare information. Ar det méjligt att gora styckvis interpolation och
astadkomma att béde férsta- och andraderivatan &r kontinuerliga vid poly-
nombytena?

Omedvetna om numerikernas problem péa detta omrade har de praktiskt
arbetande konstruktorerna (skeppsbyggare m fl) sedan langa tider tillbaka
grafiskt 16st problemet. De har helt enkelt lagt en elastisk linjal (p& engelska
spline, pa svenska ri) genom méatpunkterna som de markerat med stift pa
ritbradet. Det blir en prydlig grafisk 16sning pa problemet.

Med elasticitetsteorin kan man berdkna ekvationen for den kurva som
linjalen beskriver. Denna visar sig med god noggrannhet vara sammansatt
av styckvisa tredjegradspolynom. Det blir byte av polynom vid varje inter-
polationspunkt, men med sd mjuk Gvergang att bade forstaderivatan och
andraderivatan ar kontinuerliga dar. Kurvan kallas for en kubisk splinekurva
och hela forfarandet utgor interpolation med kubiska splines.

Vi anvénder Hermites formel (9) som ansats for de styckvisa tredje-
gradspolynomen och skriver upp uttrycken for P(z), P'(z) och P"(z) for
det i-te intervallet:

P(zi+t-hi)= yi+t-Ay+t(1—t)g +12(1—1t)¢
P'(z;+t-h) = 5 (Ayi + (1 = 2t)gi + (2t — 3¢%)c;)
P"(Jti + t-hi) = %(—291' + (2 — Gt)ci)

dar g; = hik; — Ay; och ¢; = 2Ay; — hz(kz + ki-l—l)-

Onskemalet &r att andraderivatan ska vara kontinuerlig vid det styckvisa
polynombytet. Vid 2 = z; innebér detta: P"(z;+0-h;) = P"(z;—1+1-h;i—1).
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Lite formelmanipulerande behovs for vinsterledet och hégerledet:

P"(z; +0-h;) = A2 ( 2(hik; — Ay;) + 2(2Ay; — hi(ki + kiy1))) =
= 1%(3 ; i+1)
P'(ziq+1-hia) = 55(= 3Ayl + ki1 + 2k;)

Satter vi dessa uttryck lika erhalls

Ay; 2 Ay;

2
—(3 —2k; — kipq) = -3 ki—1 + 2k;
hi( hz‘ [ z-l-l) hz'fl( hz‘—l + Ki—1 + z)
som efter lite omformning ger féljande samband for lutningarna i interpola-
tionspunkterna:
hi—1 h;
hiki—1 + 2(hi + hi—1)ki + hi—1kiy1 = 3( LAYt IA?Ji—I)- (11)
(3 11—
Totalt innebéar det n—2 ekvationer for ¢ = 2, 3,...,n—1.

Naturlig splinekurva

Eftersom det beh6vs n ekvationer for entydig bestdmning av de n obekanta

k;-vardena fordras tva villkor till, ett vid £ = z1 och ett vid x = z,,. De kan

véljas med hinsyn till tilldmpningarna. Om vi gar tillbaka till ursprungs-

situationen med den elastiska linjalen s& &r den ju rak utanfor z1 < z < x,,

det vill sdga andraderivatan &r noll for z < zy och for > x,.
Andraderivatan vid z = xy lyder

Ay

PII _
(z1) = T

23U gk ).

hy
Nér den sétts till noll far vi sambandet:  2h1k1 + hi1ko = 3Ay;.
Vid x = xz,, fds pd motsvarande sitt:  hp_1kp_1 + 2hn_1kn = 3Ayn_1.
De héar tva villkoren kallas naturliga villkor och kurvan som byggs upp pa det
hér viset med elastiska linjalen som forebild kallas for naturlig splinekurva.
Sambanden (11) och de bada extravillkoren leder till ett tridiagonalt
ekvationssystem for bestdmning av derivatorna k;. Raderna tvé till och
med den nést sista géller alltid, medan forsta och sista raden &r beroende av
villkoren i &ndpunkterna.
Modellen med naturliga splines tillimpad pa rutschbanan ger
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2hy hy 0 0 0 0 kq b1

he 2hethi) I 0 0 0 || # bo

0 hs  2(hg+hs) o 0 o [ |r| |os

0 0 hy 2 (h4 + h3) h3 0 ks | | bg

0 0 0 hs  2(hs+ha) ha | | ks bs

0 0 0 0 hs 2hs kg be
(12

déir b; = 3 (";‘;1 Ay; + %Ayi_l) fori =2, 3, 4, 5.

Forsta och sista hogerledskomponenterna blir vid naturliga splines:
b1 = 3Ay1 och bﬁ = 3Ay5

Diagonalen i splinematrisen och de omgivande super- och subdiagonalerna
kan skrivas s& hér

dm=2%(h(2:5)+h(1:4)); dia=[2%h(1); dm; 2xh(5)];
supd=[h(1); h(1:4)]; subd=[h(2:5); h(5)];

Hogerledet i systemet ovan far féljande uttryck

bm=3% (h(1:4) . *dy(2:5)./h(2:5) + h(2:5).*dy(1:4)./h(1:4));
b=[3*dy(1); bm; 3*dy(5)]1;

For att 16sa ekvationssystemet &r det lampligt att anvinda funktionen tridia
som utnyttjar den tridiagonala strukturen. Med beteckningarna ovan erhalls
16sningsvektorn till systemet (12) med anropet k=tridia(dia,supd,subd,b);

Nér k-vektorn ar kidnd aterstar ren hermite- Rutschbanan med naturliga splines
interpolation for att berdkna och rita en
rutschbana av naturliga kubiska splines, som
vi ser i figuren hér.

Programmet som astadkommer detta er-
haller vi smidigast genom att i hermite-
interpolationskoden ersétta differenskvotbe-
rikningen for k med satserna som berdknar
lutningarna k for naturliga splines. 0 7 5 3 7 5

Viért att notera ér att ekvationssystemet (12) géller for det allménna fallet
med varierande avstand h; mellan interpolationspunkterna. I det ekvidistan-
ta fallet med konstant avstand h mellan punkterna far systemet fér naturliga
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kubiska splines utseendet:

21 0 0 0 k1 Ay,
1 4 1 0 0 k‘2 Ay1+Ay2
01 4 1 0 ks 3 Ayo+Ays

: " h
0 0 1 4 1] | ky Ayn 2+Ayn 1
0 0 1 2 kn Ayp-1

Kubisk splinekurva med givna dndlutningar

En rutschbana som borjar och slutar med horisontell lutning dr barnvénligare
an den bana som naturliga splinekurvan ger. For att astadkomma en kurva
av kubiska splines med &dndvillkoren k1 = kg = 0 behovs bara modifiering av
forsta och sista raden i systemet (12).

Forsta raden kommer nu att bestd av ekvationen k; = 0 vilket innebér
att diagonalelementet blir en etta och resten av matrisraden blir nollor; ho-
gerledskomponenten b, dr 0. Motsvarande giller for sista raden. Foljande
MATLAB-uppdatering ordnar till en modifierad rutschbanekurva av splines
med derivatan noll i &ndarna:

dia=[1; dm; 1]; supd=[0; h(1:4)]; subd=[h(2:5); 0]; b=[0; bm; 0];

Vi ritar in de styckvis berdknade rutschbanorna i samma figur for jamforel-
sens skull och konstaterar att de bada som har horisontell borjan och slut
Overensstammer sa val att man med blotta 6gat knappt ser nadgon skillnad.
Det giller modifierade spline-
kurvan  (streckprickad)  samt
fusksplinekurvan som utnyttjar
differenskvot for k; (heldragen).
Detta visar att centraldifferens-
kvot (10) kan vara ett enkelt
och bra alternativ till den &kta
splinefunktionens  négot  mer
komplicerade k-berdkning via ett
ekvationssystem.

Rutschbanan konstruerad av na-
turliga kubiska splines dr streckad
i figuren.

Den prickmarkerade banan med stora lutningar i &ndarna har erhallits med
MATLABs inbyggda splinefunktion som anropas med tre parametrar sa hér:

Fyra rutschbanemodeller med fusksplines och splines
T T T T T
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x=[0.51.52.53 45]’; y=[31.51.5110];
X=x(1):0.1:x(6); Pm=spline(x,y,X); plot(X,Pm,’:?)

MATLAB-splines dr nira slikt med naturliga kubiska splines, men skapas
med en algoritm som utnyttjar andra villkor vid &ndarna. Storsta avvikelsen
mellan kurvorna finns darfor i de yttersta intervallen, dir MATLAB-splines
svianger ut mer dn naturliga splines.

I exzempelsamlingen finns fem ovningar pa styckvis interpolation:
Ex 5.7-5.11, alla rekommenderas.

3.4 Hackigheter i kurvan, symptom pa illakonditionering

Tabellvirden som utgor indata till interpolationsproblem eller andra kurv-
anpassningsproblem é&r séllan s tillrdttalagda som i rutschbaneproblemet,
dér indata ligger vél fordelade mellan noll och fem.

Indata med manga siffror

Vi vill studera om algoritmerna fungerar lika bra da interpolationspunkterna
ar forskjutna till z = 1200.5, 1201.5, 1202.5, 1203, 1204, 1205 (y-vdrdena
oféorandrade). Fragan &r alltsd hur denna forflyttning paverkar interpolations-
modellernas rutschbanekurvor, som nu beréknas for 1200 < z < 1205.

Lat oss borja med fallet interpolation med femtegradspolynom. Har
har vi tv& algoritmer att vélja mellan: den naiva formen (6) och Newtons
formel (7), beskrivna i programmen banab och banabn. Den enda &dndringen
ar att talet 1200 ska adderas till z-vektorn.

Bra algoritm:

Newtons ansats for polynomet ger i detta fall exakt samma trianguldra ma-
tris och samma koefficienter som tidigare, eftersom algoritmen bygger pa
differenser mellan z-virdena, och dessa differenser inte har fordndrats vid
translationen. Femtegradspolynomet skrivs nu

P(z) = 3.0000 — 1.5000(z — 1200.5) + 0.7500(z — 1200.5)(z — 1201.5) — ...
—0.1333(z — 1200.5) (z — 1201.5)(z — 1202.5)(z — 1203)(z — 1204)

och det ar latt att rdkna ut polynomvéirden i omradet 1200 < z < 1205.
Rutschbanan blir identisk med den som berdknades fore forskjutningen, vil-
ket naturligtvis var vad vi hoppades pa.

Dalig algoritm:
Vad hénder om man rakar vélja den naiva formen for femtegradspolynomet?
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Rutschbana med x-vdrdena férskjutna strdckan 1200
x=1200+[0.5 1.5 2.5 3 4 5]’; y=[3 1.5 1.5 11 0]’;
A=[ones(6,1) x x.72 x.”3 x."4 x.75]

c=A\y

X=x(1):0.1:x(6);

Pa=c(1)+c(2)*X+c(3) *X. 2+c(4) *X.~3+c(5) *X.~4+c(6) *X."5;
plot(x,y,’o’, X,Pa)

Resultatet blir en mycket hackig rutschbane- :
konstruktion jamfért med den streckade
rutschbanan som beréknats med Newtons in-
terpolationsformel.

Vi vill utrona vad det ovintat hackiga re-
sultatet beror pa. Programmet innehaller tre
faser som kraver granskning; det &r i ord-
nlngsfoljd uppstallnlng av matrisen; “§5005 1201 12015 1202 12025 1203 12035 1204 12045 1205

berdkning av koefficienterna genom losning av systemet Ac =vy;

berdkning av polynomvérden.

Vandermondematrisens kolumner bestar av successivt okande potenser av
z-vardena. Storleken pa elementen Okar frén ett i forsta kolumnen till drygt
10% i den sista. Matrisen blir mycket illakonditionerad vilket paverkar nista
berdkningsfas som i MATLAB &r c=A\y. Inte ens femtonsiffrig datorprecision
récker till for att ge mer &n négra fa siffrors noggrannhet i koefficienterna c;.
Vid korningen ger MATLAB en varning om att matrisen dr néra singuldr och
den varningen ska tas pé allvar.

En experimentell stérningsanalys krivs for att vi ska fa en uppfattning om
antalet tillforlitliga siffror i c-virdena. En sddan ska vi gora i nista avsnitt.
Hér skriver vi ut koefficienterna med tre siffror for att se att de ar av sa olika
storleksordningar:
c1=3.24-10, c5 =—1.35-10'2, c3=2.24-10°, ¢, =—1.86-10°, c5 =774, cg=—0.129.

Mysteriet med den hackiga femtegradskurvan

Rutschbanekurvan som utgors av ett femtegradspolynom kan inte bli hac-
kig av den enda anledningen att c-virdena avviker fran de korrekta. En
femtegradskurva beter sig snéllt och har aldrig mer &n tva maxima och tva
minima. Den egenskapen borde bestd &ven hos polynomet med nagot avvi-
kande koefficientvirden.

Teoretiskt géller detta men i praktiken sker som synes vérre saker. Nagot
maste alltsé ga pa tok i sjélva polynomvirdesutrakningen:

Pa=c(1)+c(2)*X+c(3) *X.~2+c(4)*X."3+c(5) *X.~4+c(6) *X."5;
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eftersom de interpolerade viardena (46 stycken med steget 0.1 i x-led) inte
hamnar snillt p& en femtegradskurva. L&t oss prova om alternativet Horners
algoritm for polynomberdkningen ger ett riktigare resultat:

Ph=0; for k=6:-1:1, Ph=Ph.*X+c(k); end, plot(X,Ph,’:?)

Nu erhalls den prickade kurvan som ser helt annorlunda ut men &r precis
lika mystiskt hackig!

Egentligen borde vi syna alla 46 polynomberdkningarna, men genom att
fingranska alla berdkningssteg for ett utvalt x-virde kan vi kanske komma
mysteriets forklaring lite ndrmare. Vi véljer £ = 1204 som ju ar en given
interpolationspunkt med hojden y = 1. Resultatet vid interpolation borde
alltsa bli P(1204) = 1.

For polynomberdkningen provas tre olika algoritmer:

% 1 Berdkning fran ligsta till hdégsta grad

p=c(1), for k=1:5, term=c(k+1)*1204"k, p=p+term, end, pl=p
% 2 Berdkning fran hégsta till l&gsta grad

p=0; for k=5:-1:0, term=c(k+1)*1204"k, p=p+term, end, p2=p
% 3 Berdkning med Horners algoritm

p=0, for k=6:-1:1, v=p*1204, ck=c(k), p=vtck, end, p3=p

Den forsta algoritmen borjar med konstanttermen c¢; och adderar successivt
termer av hogre gradtal c; -1204, c3 -12042, osv. Det ir si som satsen

Pa= c(1)+c(2)*X+... utférs, men genom att nu skriva den med en for-slinga
kan vi skriva ut alla mellanresultat, se nedan.

I algoritm 2 gors rikningarna i omvind ordning. Borja med cg-1204°,
addera c5-1204%, ¢4-12043, osv. Algoritm 3 &r Horners algoritm.

Resultatet som i samtliga fall borde bli 1.0000 (det korrekta vérdet for
P(1204)) blir i de tre fallen: p1 = 1.1875, p2 = 1.2500, p3 = 1.4375.
och vi konstaterar att inget har mer dn en korrekt siffra. Lat oss dérfor ga
in i den forsta algoritmen och félja rikningarna steg for steg:

Mellanresultat i algoritm 1: Berdkning fran l&gsta till hégsta grad
p = 3.239972675639072e+14  term = -1.621642524744978e+15

= -1.297645257181071e+15 term = 3.246599555673318e+15

= 1.948954298492247e+15 term = -3.249916193767807e+15

= -1.300961895275560e+15 term 1.626617481675020e+15

= 3.256555863994600e+14  term = -3.256555863994588e+14
= 1.187500000000000e+00

e Bise B o B e By o]

Koefficienternas och z-potensernas storlek gor att alla mellanresultat blir
av storleksordningen 10'5. Det #r inte forrdn i sista berdkningssteget som
termerna i stort sett tar ut varandra sa att det slutliga virdet kommer ner till
storleksordningen ett (dér det hor hemma). Men det innebér ju en sé kallad
katastrofal kancellation, endast nagra fa siffror aterstar vid subtraktionen.
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Om mellanresultaten skrivs ut i de bada ovriga algoritmerna upptécker
man samma fenomen. Fram till och med nést sista steget dr mellanresultaten
mycket stora (cirka 10'°), for att i sista steget avslutas med en subtraktion
av tva ndstan lika stora tal. Effekten blir att virdet abrupt kommer ner till
ritt storleksordning men med en stor forlust av signifikanta siffror — en
oundviklig kancellation.

I vart fall tycks algoritmerna ge cirka en siffras noggrannhet av de nume-
riska experimenten att doma (tillforlitligheten i virdena pi, p2, p3 ovan).
Samtliga vara 46 berdknade polynomvirden kan ha en sddan avvikelse uppat
eller nedat, och det forklarar kurvans hackighet.

Styckvis interpolation — slit eller hackig bana?
Styckvis interpolation fér rutschbanan studerades i avsnitt 3.3. Hur paverkas
de av en stor forskjutning av punkterna i z-led? Svaret &r att alla algoritmer
sd som de beskrivs av formlerna (8) — (12) har samma ypperliga egenskap
som Newtons ansats; de bygger enbart pa differenserna h; mellan z-virdena
och pa den lokala variabeln t. Att z-viardena finns borta vid 1200 istéllet for
vid noll paverkar inte berékningen av rutschbanekurvan. (Visa det!)

Visst finns det naiva, daliga ansatser for styckvisa kubiska polynom ock-
s& som innebér illakonditionering med tillhérande hackigheter i kurvan. Men
varfor vilja en sddan nér allt blir berdkningsméssigt enkelt och vélkonditio-
nerat med Hermites interpolationsformel (9).

3.5 Experimentell storningsanalys
3.5.1 Tillforlitlighet i polynomkoefficienterna

Vi vill férsoka skatta hur manga siffror som kan vara tillforlitliga i koeffici-
enterna som erhélls som 16sning till systemet Ac = y i den naiva formen
for femtegradspolynomet i forra avsnittet. Osdkerheten i resultatet beror pa
att matriselementen i datorn avrundas till maskinnoggrannhet och pa att
alla berdkningar utfors med samma begrénsade datorprecision. En teoretisk
storningsanalys kan bli mycket omfattande, medan en experimentell stor-
ningsrikning &r ldtt att utfora.

Stor ett matriselement (t ex A(4,6)) med ett litet relativfel av samma
storlek som maskinnoggrannheten, i MATLAB finns eps= 2.2107 6. Lat c, va-
ra losning till systemet vid stord matris. Jamfor c; med den forut berdknade
16sningen c till det ursprungliga systemet och berdkna relativfelet i utdata
lles —¢lloo/||€lloo- En skattning av konditionstalet erhélls som kvoten mellan
relativfelet i utdata och relativfelet 2.2-107' i indata.
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% Tilldgg till banab, nu med x=[1200.5 ...]
..; As=A; As(4,6)=A(4,6)*(1+eps); cs=As\y, cdif=cs-c
relfelc=norm(cdif,inf) /norm(c,inf), kondtal=relfelc/eps

Den pyttelilla matrisstorningen pa nagra enheter i sextonde siffran visar sig
fa stora effekter pa femtegradspolynomets koefficienter, vars relativfel experi-
mentellt skattas till 0.11, alltsa elva procent. Det experimentella konditions-
talet for koefficientberiikningen ligger sa hogt som 0.11/(2.2-10716) = 5.10'4.

3.5.2 Tillforlitlighet i de beriknade polynomvirdena

Polynomkoefficienterna &r néstan aldrig slutmaélet, berdkningen av dem &r
ju bara ett oundvikligt mellanled pé& véagen till P(z), dvs polynomvérdet
for ett visst z. Av betydligt storre intresse &n koefficienternas kondition ar
dérfor svaret pa fragan: Hur kinsligt &r polynomvérdet fér en liten matris-
storning? Lite tydligare fragestéllning: Vad blir relativfelet i utdata P(z) om
indatastorningen bestar av en epsilonstorning i ett matriselement?

Lat oss for enkelhets skull studera polynomvérdet féor samma x = 1204
som i forra avsnittet, med det korrekta virdet 1.0000. Vi fortsdtter MATLAB-
satserna med nagra rader:

u=1204; pu=1;
ps=cs (1) +cs(2) xutcs (3) *u~2+cs(4) *u~3+cs (5) *u~4+cs(6)*u~5 7 naiva ansatsen
relfelp=abs(ps-pu)/pu, kondtalp=relfelp/eps

Ps=cs(1)+cs(2)*X+cs(3) *X."2+cs (4) *X.~3+cs (5)*X.4+cs(6) *X."5;
plot(X,Ps,’-.?) % kurvan streckprickad

Det numeriska experimentet ger polynomvérdet ps = 0.75 i stéllet for det
verkliga virdet 1.00, det innebér ett relativfel pa 0.25. Konditionstalet ham-
nar pa 10'® och noggrannhetsforlusten ror sig om femton siffror.

Att naiva ansatsens polynomvérden inte far mer &n knappt en siffra kor-
rekt visas mycket tydligt av rutschbanekurvorna i figuren.
Den streckprickade hackiga kurvan ar
resultatet efter den patvingade matris-
storningen. Den heldragna ar var gamla
hackiga kurva fran foregiende figur —
dven den ar som vi vet paverkad av den
andliga datorprecisionen som lett till av-
rundningar av matriselementen.
Liksom i forra figuren har den streckade
kurvan beridknats med Newtons vilfun-
gerande interpolationsformel och utgor  9sus e s 150 7as B Es 120 12045 25
korrekt jamforelsekurva.
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3.6 Tillaimpning: Polynommultiplikation pa smart sitt

Givet #r koefficienterna i polynomen P,(z) = a1 + asx +a3x? + ...+ app12"
och Py(z) = by + bz + b3z? + ... + byyp12™.

Berdkna koefficienterna i polynomet P.(z) = P,(x) - Py(x) som blir ett
polynom av gradtal n+m med N =n+m+1 koefficienter.

Anvind interpolationstekniken!

e Plocka ut N=n+m+1 stycken z-virden x1, x2,..., Tn
e Berikna P,(z;) och Py(z;) med Horners algoritm
e Berdkna P,(x;) = Py(x;) - Py(x;)

e Genom N =n+m-+1 kiinda punkter finns ett entydigt bestdmt polynom
av gradtal n+m. Interpolation med naiva ansatsen ger koefficienterna.

% polymult
clear, clf
n=5; a=[25 -3 -4 1 3];
m=4; b=[7 -3 13 -2];
N=n+m+1; x=0.2%(-n:m)’;
pa=0; for i=n+1:-1:1, pa=pa.*x+a(i); end
pb=0; for i=m+1:-1:1, pb=pb.*x+b(i); end

=

Pa(x)=2+bx-3x"2-4x"3+x~4+3x"5
Pb(x)=7-3x+x~2+3x"3-2x"4
vdlj ut N interpolationspunkter

= =2

subplot(2,2,1), stem(x,pa), hold on % rita Pa(x) i de N punkterna
stem(x,pb,’:?), title(’Pa(x) och Pb(x)’) % rita Pb(x) i de N punkterna
pc=pa. *pb; % berdkna Pc(x) i dessa punkter

subplot(2,2,2), stem(x,pa), hold on
stem(x,pb,’:’), plot(x,pc,’*’, x,pc)
title(’Pa, Pb och Pc(x)?’)
Ak=ones(N,1); A=Ak;

for kol=2:N, Ak=Ak.*x; A=[A Ak]; end
c=A\pc % koeff. i polynomet Pc(x)

Komponenterna i vektorn ¢ blir 14, 29, —34, —8, 27, —5, —14, 14, 7, —6,
alltsd. P.(x) = 144292 — 3422 — 82 +27x* — 5a® — 145 + 1427 4 728 — 62°.

=

bygg upp matrisen A

Pa(x) och Pb(x) Pa, Pb och Pc(x)
10 30
© o
O O o 20
90 o0 o0
5
0] 56 0 o °© 0 o o
f 5
0 V) @
L b -10
-20
-5 b
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
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3.7 Flerdimensionell interpolation

Interpolationsmetoderna for envariabelfallet kan generaliseras till flera va-
riabler. Vi ska ndja oss med interpolation i tv& variabler, nir man i ett
antal gitterpunkter i zy-planet har givna hojdvarden z(z;,y;). Med ldmplig
form av interpolation vill vi berdkna héjdvirden fér mellanliggande z- och
y-varden. Problemet kan sdgas vara att finna ett interpolerande tak 6ver det
aktuella omradet i zy-planet.

3.7.1 Bilinjir interpolation

Den enklaste interpolationsmodellen &r s& kal-
lad bilinjar interpolation genom fyra punkter,
t ex foljande givna hojddata: z(zi,y1) = 4,

10

Z(x2,51) = 9, 2(w1,92) = 2 och z(z2,12) = 8. ?
Hojderna antas vara givna for z; =2, x0 =4, o T
5
ylz]_, y2:5. 2 4
Sokt &r z-virdet nidr x=2.3, y=3.6. 00

Bilinjar interpolation betyder att linjér interpolation utférs i bade z- och
y-led. Rent praktiskt kan man interpolera i en variabel i taget.
Linjér interpolation i z-led vid y = y; =1 ger

Z(m%yl) _Z(mhyl) (1‘—1’ ):4_+_ 9_403:475
T2 — T ! 2 ' )

2(2.3,y1) = z(z1,y1) +

och linjér interpolation i z-led vid y = yo = 5 ger

(z2,92) — 2(w1,y2) (z
T2 — T1

82
2(2.3,y2) = 2(z1,ys) + = —) =24 ——0.3=29

Nu aterstar att interpolera i y-led och det gors med

+z(2.3,y2)—z(2.3,y1) 2.9-4.75

2(2.3,3.6) = 2(2.3,y1) (y—y1) = 4.75+———2.6 = 3.5475
Y2 — 4

Bilinjar interpolation kan ocksé skrivas med ansatsen
P(z,y) = c1 + cox + c3y + cazy

dér de fyra koefficienterna bestdms ur sambandet P(z;,y;) = z(x;,y;), dvs
c1 +cxy +e3yr +eariyr =4, 1 + cexe + c3y1 + cazayr =9,
c1 + %1 + c3Y2 + caziye = 2, ¢1 + a2 + C3Y2 + caLay2 = 8,
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som med insatta x- och y-virden leder till ekvationssystemet

121 2 c 4
1 41 4 o | |9
1 2 5 10 s | T 2
1 4 5 20 c1 8

Koefficienterna blir ¢; = —0.25, ¢y = 2.375, ¢3 = —0.75, ¢4 = 0.125. Det in-
terpolerade virdet P(z,y) vid x=2.3, y=3.6 blir 3.5475, vilket vi ju ocksé
fick forut. Eftersom man med linjar interpolation inte kan rikna med att fa
sarskilt god noggrannhet dr det nog lampligt att avrunda vardet till 3.55.
Men egentligen behover vi tillgang till flera datapunkter (och mer informa-
tion om exaktheten i de givna hojdvirdena) for att vi ska kunna bedéma
resultatets tillforlitlighet.

3.7.2 Kvadratisk—linjir interpolation genom sex punkter

Till de fyra tidigare givna punkterna later vi tva nya hojdvirden tillkomma
vid z=0: z(0, 1) =4, 2(0, 5) = 5. Se vinstra figurens stolpar.

Sex givna punkter Kvadr.int. vid fixt y Linj.int vid fixt x

10 10

o
g1o

y 00 x 0o

Genom sex givna hojdvirden kan man ligga en rymdyta genom att forst gora
kvadratisk interpolation vid fixt ¢, dvs interpolera med andragradspolynom i
z-led dels vid y = y1, dels vid y = yo — parabelkurvorna i mittersta figuren.
Darefter utfors linjér interpolation tvars over. Da halls z fixt och réta linjer
sammanbinder de bada parablerna med varandra.

Aven i detta fall vill vi berikna z-virdet vid z = 2.3, y = 3.6. Andra-
gradspolynomet genom de tre punkterna som finns vid y = y; = 1 antar
virdet 4.431 nir x=2.3. Andragradspolynomet genom de tre punkterna vid
y=1y2=> har for x=2.3 virdet 2.326. Den linjira interpolationen i y-led ger
dérefter for y = 3.6 hojdvirdet 3.063 (asteriskmarkerat) som kan jamforas
med det bilinjarinterpolerade vérdet 3.55.
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Beriakning och uppritning av den interpolerande rymdytan utfors av féljande
program.

% linkvadyta, interpolera fram en yta genom sex punkter
clear, clf

x=[0 2 4]’; y=[1 5]; % givna x- och y-vdrden
z=[4 5 % héjder vid x=x1

4 2 % hojder vid x=x2

9 8]; % hojder vid x=x3
stem3([x x],[y;y;yl,z), hold on % rita stolpar
A=[ones(3,1) x x.72]; % matrisen vid kvadr.interpol.
c=A\z(:,1), d=A\z(:,2) % koeff i parabeln vid yl resp y2
xp=2.3; yp=3.6;
zl=c(1)+c(2) *xp+c(3) *xp~2; % parabelvdrdet vid (xp,yl)
z2=d (1) +d(2) *xp+d (3) *xp~2; % parabelvdrdet vid (xp,y2)
zp=z1+(22-2z1) /(y(2) -y (1)) * (yp-y (1)) % linj.interpol. i y-led
plot3(xp,yp,zp,’*’, ’Markersize’,10) % markera berdknade punkten
X=0:0.1:4; % tét tabellering i x-led
Z1=c(1)+c(2) *X+c (3)*X."2; % z-véarden vid y=y1
Z2=d (1) +d (2) *X+d (3) *X."2; % z-véarden vid y=y2

ett=ones(size(X));

Yi=y(1)*ett; Y2=y(2)*ett;

plot3(X,Y1,Z1,’r’, X,Y2,Z2,°r’) % rita kantparablerna
for j=1:length(X)

plot3([X(j) X(§)1,y,[Z1(j) Z2(j)]),end % rita tvarribborna

3.7.3 Bikubisk interpolation — splineyta

Styckvis interpolation med tredjegradspolynom &r ofta ldmplig interpola-
tionsform nédr antalet gitterpunkter i - och y-led &r storre dn i exemplet
ovan. Lat oss ta ett exempel med tre z-viarden, x = 0, 2, 4 och fyra y-
viarden, y = 1, 3, 5, 7, dvs totalt tolv interpolationspunkter. Hojdvirdena i
gitterpunkterna (stolparna i vénstra figuren) ligger i en matris med elemen-
ten z;; = 2z(x;, y;)-

Vi vill berdkna och rita en rymdyta som interpolerar mjukt genom alla
z-vardena. Det kan &stadkommas med kubiska splines eller med hermite-
interpolation med differenskvot for lutningarna (fusksplines). Man gér till-
viga pa samma sitt som i forra exemplet och arbetar med en variabel i taget.
Splinesinterpolationen gors alltsd forst i z-riktningen for konstant y=1y;.

Det innebédr att hojdviardena i matriskolumn nr j tillsammans med z-
vardena dr indata till splines- och hermiteinterpolationsalgoritmen, se avsnitt
3.3 formel (9), med lagom litet steg d¢ for den lokala variabeln ¢ som gar fran
0 till 1.
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12 givna punkter Splines i x-led Hela splineytan

oON b OO
O N b O O

Mittersta figuren visar kurvresultatet d& naturliga splines har tillimpats
i de fyra planen y = y; for hojdvirden givna av matrisen z nedan. Med
fyra delintervall mellan successiva gitterpunkter i z-led géller ¢t =0.25. Det
betyder att z-vektorn fortatas till x4y = 0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4.

Vi far nu en matris Z med splinesfértdtade kolumner — nio element i var
och en av de fyra kolumnerna.

4 2 ) )
3.7070 2.1914 3.7227 4.1484
3.0312 2.4062 2.6562 3.4375

3.5898 2.6680 2.0117 3.0078
Z = 4 3 2 3
4.8398 3.4180 2.7617 3.5078
6.0312 3.9062 4.1562 4.4375
7.4570 4.4414 5.9727 5.6484
9 ) 8 7

Dérefter utfors splineinterpolation i y-led pa varje rad av matrisen Z, nu
tillsammans med den givna y-vektorn. Med samma diskretisering av den
lokala variabeln (0t = 0.25) fortatas y-vektorn till yg, = 1, 1.5,2,...,7
(tretton virden) och den slutliga matrisen blir en nio ganger tretton matris.
Den mjukt interpolerande rymdytan visas i hogra figuren.

Det spelar ingen roll om man véljer att utfora splinesinterpolationen i
omvand ordning, det vill sdga att ta y-led forst och z-led efterat. Resulta-
tet blir exakt detsamma (vilket ar latt att konstatera genom ett numeriskt
experiment, men ar lite knepigare att bevisa).
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3.8 Richardsonextrapolation

Differenskvot som derivataapproximation behandlades i avsnitt 1.3. Dér vi-
sades att framéatdifferenskvoten

_ flath) ~ i@
A= h

har ett trunkeringsfel som dr ungefirligen proportionellt mot steget h.
Om man véljer centraldifferenskvoten

fla+h)—fla—h)

D, =
h 2h

far man en béttre approximation till derivatan f’(a) med ett trunkeringsfel
proportionellt mot h%. Man far dock inte lata h vara for litet i formlerna for
d& dominerar avrundningsfelet (pa grund av kancellation).

Den information som taylorutvecklingen ger oss om felet &r tillriacklig for
att vi ska kunna trolla fram en noggrannare derivataapproximation. Vi tittar
pé framatdifferenskvotens felformel dels med steget h, dels med steget h/10:

Ap—fl(a) = c-h
Ah/10—f,(a) ~ c-h/10

Multiplicera det undre sambandet med tio och subtrahera det Gvre, s& erhalls
10A,/10 — Ap — 9f'(a) = 0. Vi léser ut f'(a) och far pa sa sitt en ny
derivataskattning:
Apjio — Ap

9

Vi tillimpar denna formel pa virdena for h = 0.1 och 0.01 i férsta tabellen
i avsnitt 1.3 och far f/(1) ~ 2.7319190 4 ZT319190-28588418 — 9 717816,
Jamforelse med det korrekta derivatavirdet 2.718282 visar att skattningen
har fyra korrekta siffror.

Tillampas formeln pa virdena for A = 0.01 och 0.001 blir resultatet
(1) =~ 2.7196400 + 2'719640052'7319190 = 2.718276 och &nnu fler siffror &r
korrekta.

f(a) = Ay o+

Det hér ar ett exempel pa en teknik som kallas richardsonextrapolation.
Samma teknik kan anviindas pa centraldifferenskvotviardena. Dar &ar felet
ungefirligen proportionellt mot k% och det leder till

Dy — f'(a) = c-h®, Dy — f'(a) = c- (h/10)?
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Multiplicera det andra sambandet med hundra och subtrahera det forsta, sa
erhalls 100Dy,/19 — Dy —99f'(a) = 0. Vi loser ut f'(a) och den forbéttrade
derivataskattningen blir:

Dnyro = D

f'(a) = Dyjo + 99

Liksom forut bestar uttrycket av Dj, 1o plus en korrektionsterm vars tél-
jare &r differensen mellan det battre och det simre tabellvirdet. Korrek-
tionstermens ndmnare &r 10P — 1, dér p beror av trunkeringsfelets hP-term,
alltsd p = 2 for centraldifferenskvoten. Vi tillimpar den hir formeln pa
viardena for A = 0.1 och 0.01 i den andra tabellen i avsnitt 1.3 och far
(1) = 2.7183250 + (2.7183250 — 2.7228145)/99 = 2.718280, som bara av-
viker tva enheter i sjétte decimalen fran det korrekta vérdet.

Richardsonextrapolation — resultatférbittring i alla stegmetoder
I vara exempel hér har steglangderna h och h/10 utnyttjats, men vanligare
ar att man successivt halverar steget, sa att faktorn &r tva istdllet for tio.
For att gora det mer allméint later vi faktorn vara Q).

Richardsonextrapolation &r tillimpbar som efterbehandling for férbatt-
ring — eller som redskap for felskattning — vid alla stegmetoder, dvs nume-
riska metoder som diskretiserar med en viss steglangd h, och som (i teorin
atminstone) ger allt bittre approximation ju mindre steget h viljs.

Om metodens trunkeringsfelutveckling ar cih?' + cohP? + --- och om
metoden gett virdet F; med steget h och virdet Fy med steget h/Q kan
man extrapolera ett battre virde

F—-FR

*
F _F2+Qp1_1'

Extrapolationsforfarandet innebéar elimination av trunkeringsfelets ledande
term. Vid upprepad richardsonextrapolation anvands ett rakneschema av fol-
jande typ dar N; = Q%7 — 1.

F A/N, F+& A/N, F'+4 A/N; F*+4&

F
B | (B—F)/N, | F
Fy | (Fs—Fy)/Ny | Fy | (F5—F7)[/Ny | FT”
Fy | (Fa=F3)/Ny | Fy | (F§—F5)/N> | F3* | (Fs"—Fy")/Ns | F™*
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4 BEZIERKURVOR

4.1 Parameterkurvor

Ménga kurvor beskrivs enklast i parameterform, r = r(t), dir r(¢) &r en
vektor som i det tvaddimensionella fallet har komponenterna z(t) och y(¢).
Vi ska betrakta interpolerande parameterkurvor mellan de givna interpola-
tionspunkterna pi, p2, --.,Pn- Dd man gar lings kurvan fran en punkt p;
till ndsta punkt p;11 l6per den lokala parametern ¢ fréan 0 till 1.

Linjar interpolation mellan p; och psy uttrycks med formeln

r(t) = (1 —t)p1+tps, 0<t<1 (13)
som i komponentform blir
{ z(t) = (1=t z+taxe =21+t (x2—21)
y(t) = (I—=ty1+tya=y1+1t(y2 —y1)-

Bade z(t) och y(t) ar forstagradspolynom i ¢. En fordel med att ange kurvor
i vektorform &r att samma formler &ven kan tilldmpas pa rymdkurvor, med
tilldgget att kurvvektorn far en tredje komponent: r = (z(t), y(¢), z(t)).

Med ett parameterpolynom av andra graden menas att kurvvektorn r(t)
ar ett andragradspolynom i parametern ¢, vilket i sin tur innebéar att bade
z(t) och y(t) ar andragradspolynom. For ett vanligt ickeparametriskt poly-
nom y(x) av n-te graden géller ju att fordndringen i z-led alltid sker linjért
samtidigt som y-koordinaten fordndras enligt n-tegradsuttrycket.

4.2 Beézierkurvor

Under de senaste tio aren har bézierkurvor blivit ett populdrt verktyg for
kurvkonstruktion och finns nu i de flesta CAD-system. Bézierkurvor &r pa-
rameterpolynom uppbyggda av tva interpolationspunkter och en eller flera
sa kallade styrpunkter.

4.2.1 Kvadratiska bézierkurvor

En kvadratisk bézierkurva mellan p; och ps konstrueras av interpolations-
punkterna p; och ps samt ytterligare en punkt b enligt uttrycket

r(t)=(1—t)?p1+2t(1—t)b+t’py, 0<t<1. (14)
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Inséttning av t=0 resp t=1 ger r(0) = py och r(1) = pa. Man bestdmmer
sjalv placeringen for styrpunkten b, och den avgdr hur kurvan kommer att
16pa mellan de bada punkterna. Foljande enkla konstruktion visar nagra
viktiga egenskaper hos kurvan.

Dra triangeln p; b po! Kurvans startriktning
vid p; utgors av riktningen f6r linjen pq b,
och kurvriktningen vid py Overensstdmmer b
med linjen b py. Ur formel (14) erhélls ett R
enkelt uttryck for punkten r(%), SEE :

Kvadratisk bezierkurva

pl-

r(l) = % (W%) (15) E ../_"‘

som gor att punkten latt kan konstrueras: ’
Dra linjen fran b till mittpunkten pa pi po. P2
Kurvan skéir denna linje mitt itu, och just dar har parametern ¢ virdet %
Riktningen bestiims av att '(3) = p2 — p1  (derivera formel (14) och sitt

int= %) Kurvtangenten i denna punkt &r alltsd parallell med linjen p; po.

4.2.2 Kubiska bézierkurvor

En kubisk bézierkurva mellan p; och py definieras av fyra punkter — dels
interpolationspunkterna p; och p2, dels tva styrpunkter b och c. Det &r en
parametrisk tredjegradskurva och formeln lyder

r(t) = (1—t)°p1+3t(1 —t)’b+3t2(1 —t)c+t3py, 0<t<1. (16)

Kurvans startriktning vid p; bestdms av linjen p; b, och slutriktningen vid
p> bestidms av linjen cps. Aven i det kubiska fallet har r(1) och r'(3) en

2
enkel geometrisk innebdérd,

1. _1pi+p2 3b+c 1 3(p2+0_p1+b>

— I_:_
r3) =377 1 2 TB=3 2

(17)

Dra en linje som sammanbinder mittpunkterna pa p; p2 och bec, se nésta
figur. Bézierkurvan skir denna linje i proportionen 3 : 1 enligt formel (17).
Riktningen vid ¢t = % bestdms av riktningen pa linjen som sammanbinder
mittpunkterna pa p; b och cps.

Om styrpunkterna ligger néra p; och po erhélls en flack kurva. Ju langre
bort de placeras ju buktigare blir kurvan. Man kan till och med astadkomma
en kurva med 6gla om linjen p; b korsar linjen ¢ p2 och styrpunkterna ligger
tillrackligt langt bortom skdrningspunkten.
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Kubisk bezierkurva Fem kubiska bezierkurvor

pl

4.2.3 Bézierkurvor med givna dndriktningar

Givet tva interpolationspunkter p; och po samt kurvriktningar k; och kg i
dessa punkter. Vi forutsétter att riktningsvektorerna dr normerade och har
lingden ett. Det innebir att kTk; = 1 och kl'ky = 1.

For att bézieruttrycket (16) ska kunna anvindas méste vi uttrycka styr-
punkterna med hjéilp av den kiinda informationen som utgors av p1, p2, ki
och ky. I fallet kubisk bézierkurva &r detta mycket enkelt. Enda kraven pa
styrpunkterna ar att de uppfyller

b =pi1 + aiky och ¢ = p2 — asks (18)

dér a; och ag ar positiva tal. Rent geometriskt ar a;-virdet avsténdet fran
p1 till styrpunkten b och ao-virdet avsténdet fran po till styrpunkten c.

Det finns alltsa tva frihetsgrader kvar, vi kan vélja styrpunktsavstanden
ay och ay fritt. Sitt in uttrycken (18) i formeln (17) for r(L) sa erhalls

2
I, pi+p2 3
—)="——""+ —(a1k; — agks). 1
(2) 5 +8(G1 1 — agks) (19)
Man har ibland kravet att kurvan for t ex ¢ :% ska passera genom en viss

punkt; detta villkor &r ofta tillrackligt for att bestdmma styrpunktsavstanden
a; och ap. En tumregel annars &r att vélja a; och ag som 0.4- | p2 — p1 |2
for d& brukar kurvan fa en lagom buktad form.

4.2.4 Exempel: Cosinuskurva approximerad av bézierkurva

Vi vill undersdka hur vil en kvadratisk bézierkurva approximerar y = cosz
i intervallet —§ <z < 7. Givet dr p; = (=%, 0) och p2 = (5, 0). Utnyttja
egenskapen att bézierkurvans mittpunkt finns pa halva avstandet upp till
styrpunkten. Eftersom cos0 = 1 far vi direkt b = (0, 2). Bézierkurvan
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Kvadratisk bezierkurva streckad, kubisk kurva heldragen, coskurva prickad
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erhélls genom formel (14): r(t) = (1 —t)? py + 2t(1 — t) b + t2 py, som for
vardera z(t) och y(t) ger

z(t)=(1—t)*(=5)+t*5 =n(t—0.5), y(t)=4t(1—¢).
I MATLAB kan formel (14) skrivas i matris-vektorform sa hér (forutsatt att
t &r en kolumnvektor med véirden fran 0 till 1):

F2=[(1-t)."2 2*xt.x(1-t) t."2]; =r=F2*[pl; b; p2];

Prova nu att approximera cosinuskurvan med en kubisk bézierkurva i samma
intervall. Utnyttja symmetrin och ocksa kunskapen om lutningarna i dnd-
punkterna: y'(—m/2) =1 och ¢/(7/2) = —1.

Anvindbar egenskap for kubisk bézierkurva &r att r(1/2) finns pa 3/4 av
avstandet upp till punkten (b+c)/2 som alltsad méaste ha y-koordinaten 4/3.
Av symmetriskél ligger b och ¢ pa samma hojd. Eftersom lutningen i &nd-
punkterna dr kéind ar styrpunkternas z-koordinater latta att bestdmma.

Vi far b = (—n/2 +4/3, 4/3) och ¢ = (w/2 —4/3, 4/3). Sétt in i
formel (16) och den kubiska bézierkurvan #r klar. Overensstimmelsen med
cosinuskurvan &r si god att man med blotta 6gat knappt ser nagon avvikelse.

% cosbez, coskurva approximerad av kvadratisk och kubisk bezierkurva
v=-pi/2:pi/60:pi/2; plot(v,cos(v),’:’), hold on
t=(0:0.05:1) %3
F2=[(1-t)."2 2*t.*(1-t) t."2]; % kvadr. bezier
F3=[(1-t)."3 3*t.*(1-t)."2 3*(1-t).*t."2 t.~3]; % kubisk bezier

pl=[-pi/2 01; p2=[pi/2 01; b=[0 2];
r=F2x[p1; b; p2]; plot(r(:,1),r(:,2),’--")

=

Kubisk bezierkurva
b=[-pi/2+4/3 4/31; c=[pi/2-4/3 4/31;
r=F3x[p1l; b; c; p2]; plot(r(:,1),r(:,2))

Matematiska uttryck for z(¢) och y(t) behovs sillan i designsammanhang,
kurvorna séger tillrickligt. Men formel (16) med insatta data och lite rik-
nande ger: z(t) = 5 (=1 + 6t% — 4t3) + 4¢(1 — 3¢t + 2t?),  y(t) = 4¢(1 —¢).
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4.2.5 Areaberikning for kvadratisk bézierkurva

For kvadratiska bézierkurvor som visat sig ha enkla geometriska egenskaper
kan ytterligare en trevlig egenskap fogas: Arean mellan linjen p; p2 och den
kvadratiska bézierkurvan ar tva tredjedelar av arean av styrpunktstriangeln

p1bp2.

Bevis: Léigg koordinatsystemet med p; i origo och p; p2 ldngs z-axeln. Lat
p2 ha koordinaterna (a, 0) och b = (z, yp). Arean av triangeln p;bpy ér
da ayp/2.
Arean mellan bézierkurvan och z-axeln &r virdet av integralen | fol Yz dt|.
Bézierkurvan blir i parameterform:

z(t) = 2t(1 —t)zp + at? och y(t) = 2t(1 —t)y,
och derivatan dz/dt blir & = 2(1 — 2t)zy, + 2at = 2(xp + t(a — 2xp)).

1 1
Arean = / yz dt = 4yb/ t(1 —t)(xp + t(a—2xp)) dt =
0 0

2 3 B ! 1 1 1
=dy | (= — — —— Y (a-2 = 4y (= —(a—213)) = =
Yb [( 5 ~ gty - xb)]o w(gze + 15 (@ —2m)) = zay,
vilket utgor precis 2/3 av triangelarean.

Area for kubisk bézierkurva: I integrationskapitlets avsnitt 5.2.5 visas
en numerisk algoritm for arean mellan p; p2 och den kubiska bézierkurvan
med p; och pg som start- och slutpunkt.

4.3 Styckvis interpolation med bézierkurvor
4.3.1 Styckvisa bézierkurvor med kontinuerliga tangentriktningar

Konstruktionsproblemet att finna en kurva som passerar genom manga punk-
ter p1, p2, .-, Pn Och i dessa har givna kurvriktningar ki, ko, ..., k,, 16ser man
genom att behandla ett kurvstycke i taget. I bade kvadratiska och kubiska
fallet far kurvorna kontinuerliga tangentriktningar vid kurvbytena.

Med styckvisa kubiska bézierkurvor gar det att fa dnnu mjukare over-
gangar genom att vilja styrpunktsavstanden lampligt. En god tumregel &r
att vid bytet mellan (i—1)-a och i-te kurvan, dvs vid punkten p;, lata foljande
styrpunktsforhallande gélla:

ari _ |Ipiv1 — Pille
azi—1 lPi —Pi—1]2
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Om vi dessutom inom varje enskild bézierkurva later de bada styrpunktsav-
standen vara lika, alltsd a1 ; = a2, sa leder detta styrpunktsférhallande till
foljande enkla formel: a1; = a2; = p- || Piy1 —Pi||2 med konstant buktfaktor
p (forslagsvis 0.4 enligt tumregeln tidigare).

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Kurvan i figuren bestar av fyra styckvisa kubiska bézierkurvor genom fem
givna punkter med fem givna riktningar, buktfaktorn har valts till 0.4.

% bez3fler, Styckvis kubiska bezierkurvor mellan fem punkter
dt=0.05; t=(dt:dt:1)°’;
F=[(1-t).~8 3*t.*(1-t)."2 3*t."2.*x(1-t) t.-°3];

p=[0 5; 8 10; 15 20; 24 10; 16 4]; % givna punkter
plot(p(:,1),p(:,2),%0’, p(:,1),p(:,2),’:’), hold on
k=[ 1 0 % normerade riktningar
cos(pi/3)  sin(pi/3)
1 0
0 -1
cos(3*pi/4) sin(3*pi/4)]1;
my=0.4; % buktfaktor
rr=p(1,:); % foérsta punkten
for i=1:4
al=my*norm(p(i+1,:)-p(i,:)), a2=al; % styrpunktsavstind

b=p(i,:)+alxk(i,:);
c=p(i+1,:)-a2*k(i+1,:);

r=Fx[p(i,:); b; c; p(i+1,:)]; % i:te kurvan
rr=[rr; rl; % bygg pa totalkurvan
end

plot(rr(:,1),rr(:,2)), axis equal
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Om endast forsta och sista kurvriktningen &r kinda kan centraldifferens-
formeln k; = (pi+1 — Pi—1)/ || Pi+1 — Pi—1 |2 anvindas for de ovriga rikt-
ningarna. Den enda dndringen som vi behdver gora i programmet &r att
ersitta uttrycket for k med

k=[1 0]; % kdnd riktning
for i=2:4
ki=p(i+1,:)-p(i-1,:); k=[k; ki/norm(ki)];
end
kb5=[cos (3*pi/4) sin(3*pi/4)1; k=[k; k5]; % kdnd riktning

Bézierkurveovningar finns 1 exempelsamlingen 1 Ex 5.12—5.15.

4.3.2 Styckvisa bézierkurvor med kontinuerliga derivator

Det gér naturligtvis att rékna fram styrpunktsavstianden som ger mjukast
mojliga overgang vid kurvbytena, och vi ska kortfattat beréra hur man gar
tillviga. Bézierkurvans parameter t &r en lokal parameter som for varje en-
skild kurva l6per mellan 0 och 1.

For att adstadkomma kontinuerlig derivata (kanske till och med konti-
nuerlig andraderivata) 6ver kurvgrinserna méste den sammansatta kurvan
ha en global parameter — analogt med sambandet mellan lokala variabeln ¢
och globala variabeln z vid vanlig ickeparametrisk styckvis interpolation (se
avsnitt 3.3).

Vid parameterkurvor i vektorform innebar kontinuerlig derivata att inte
bara kurvans tangentriktning utan dven storleken pé derivatavektorn — be-
traktad som funktion av den globala parametern — ska Gverensstdmma da
man byter kurva.

Lat oss i bézierfallet inféra en global parameter u. Teoretiskt sett skulle
baglingden vara bésta valet, med v =0 i férsta punkten och sedan v mono-
tont vixande fram till sista punkten. Men bagléngden ar alltfér komplicerad
berdkningsmaéssigt for att fungera bra, darfér brukar man som global para-
meter u vilja det monotont ckande avstandet langs den styckvis linjarinter-
polerande polygonen som sammanbinder punkterna pi,p2,..., Pn. Det ger
foljande samband mellan global och lokal parameter i det i-te intervallet:

i—1
w=u;+t||pis1 —pillz dir u; =Y [pjs1 — pjlla:
=1
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Om man deriverar bézierkurveuttrycket med avseende pa u, och sétter de-
rivatan i (¢ —1)-a intervallets slutpunkt lika med derivatan i startpunkten
av det i-te intervallet, sa far man fram det styrpunktsforhallande for mjuka
overgangar som foreslogs tidigare:

ai,g _ ||Pz'+1 —PiHZ
a1 ||Pz' — Pi-1 ||2

4.3.3 Parametriska kubiska splinekurvor

Interpolerande parametriska kubiska splines kan byggas upp av verktyget ku-
biska bézierkurvor. Den givna informationen bestar hér enbart av interpola-
tionspunkterna py, ..., p,- Riktningarna &r inte kiinda i forvig utan ki, ..., k,
riknas fram genom villkoret att bade forsta- och andraderivatorna r'(u) och
r’(u) i den globala parametriseringen ska vara kontinuerliga i vergdngarna,
dvs vid varje interpolationspunkt p;. Detta leder till ett ekvationssystem
for bestamning av styrpunktsavstanden (i varje intervall maste sambandet
mellan u och den lokala parametern ¢ beaktas).

Vid interpolation med parametriska kubiska splines gér det bra att klara
sig utan den vektorbaserade bézierkurverepresentationen. D& den globala
parametern u infoérts, kan man helt enkelt anviinda den vanliga algoritmen
for splinesinterpolation (se avsnitt 3.3.2), dels for z som funktion av u och
dels for y som funktion av w. Resultatet blir en mjuk parameterkurva som
representeras av (z(u), y(u)).

4.4 Icke-interpolerande B-splines

Vi ska studera en annan typ av styckvisa parametriska tredjegradspolynom,
som é&r grafiskt verktyg i manga CAD-system. Det dr s& kallade B-splines
som formelméssigt paminner mycket om styckvisa kubiska bézierkurvor, men
dér interpolationskravet pé alla inre punkter, po,...,pn—1, har tagits bort.

Man interpolerar bara i allra forsta punkten p; och allra sista punkten
Pn, de 6vriga betraktas som ett slags styrpunkter. Formeln for ett kurvstycke
av den mjukt buktande B-splinekurvan lyder

(1=t)’ pi—1 + (3> —6t>+4) p; + (=3t>+3t>+ 3t +1) pir1 + t° Piy2)
(20)

r; (t) =

=

dér ¢ &r lokal variabel som inom varje stycke gar fran noll till ett.

93



Vi ska med lite geometriska betraktelser fa lite grepp om hur B-splines
beter sig. I figuren ar konstruktionslinjer gjorda for fallet ¢ =3 som utnyttjar
de fyra punkterna ps, p3, p4, P5. Inséttning av ¢ = 0 i formeln ovan ger
1 pi-1 +Piy1 | 2

+ 5 pi (21)

1
ri(0) = =(pi—1 +4p;i + Pi+1) = 3 5 5 Pi

6

Uttrycket pi‘lfﬂ)i“ ar mittpunkten pa linjen frén p; 1 till p;11. I figuren
finns linjen po py streckpunktmarkerad med ett kryss vid mittpunkten.

© p7

I uttrycket for r;(0) har W vikten 1/3 och punkten p; (dvs p3 i
figuren) vikten 2/3; det innebdr att kurvpunkten r3(0) finns p4 samman-
bindningslinjen fran mittpunkten av ps p4 till punkten ps pé tva tredjedelar
av striackan, alltsa dér figurens heldragna kurvparti borjar.

Inséttning av ¢ = 1 i B-splinesformeln (20) ger

1 pi+pir2 2
R (22)

1
ri(l) = g(pi +4pit1 + Pit2) = 3 5 3

som dr samma uttryck som for r;(0) men med index 6kat med ett. Konstruk-
tionslinjen p3 p5 dras, mittpunkten sammanbinds med p4, och pa tva tredje-
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delar av striackan finns slutpunkten r3(1) for detta stycke av B-splinekurvan
(heldragna kurvstycket i figuren).

Nér vi gar vidare till nista kurvstycke bestdms r;41(0) av formel (21) men
med index fyra i stéllet for tre. Det dr identiskt med formel (22) och vi kon-
staterar alltsd att nya kurvpartiet borjar dér forra slutar — B-splinekurvan
ar kontinuerlig.

Hur #r det med lutningen? Overensstimmer riktningsvektorn r}(1) i slutet
av ett stycke med riktningsvektorn rj, ,(0) i borjan av nista?

Derivering av (20) och inséttning av ¢t = 1 ger r(1) = 0.5(piy2 — Pi)-
For stycket med ¢ =3 blir kurvriktningen i slutpunkten 0.5 (ps —p3), den &r
allts& parallell med linjen fran pj3 till p5 (kolla i figuren att det stdmmer).

Med ¢t = 0 insatt i B-splinederivataformeln fas r}(0) = 0.5 (pj4+1—Pi—1)-
Satter vi in nésta kurvindex 7 =4 hér, sa ser vi att derivatavirdena over-
ensstdmmer. Kurvriktningen &r alltsd kontinuerlig vid 6vergangen fran ett
stycke till ndrmast foljande.

Ytterligare en derivering ger oss r? (t) som ar p; — 2pi+1 + pit2 for ¢t =0
och pj+1 — 2pi+2 + Piys for ¢ = 1. Det blir vinstlott igen — &ven andraderi-
vatan ar kontinuerlig vid passagen mellan kurvstyckena.

Men hur fixar man till kurvsnuttarna i borjan och slutet fér en B-spline?
Genom den forsta punkten p; ska B-splinekurvan interpolera, dvs r(0) = py
ska vara uppfyllt. Det astadkommer man genom att skapa tva kopior p_;
och pg av punkten pq, si att de tre forsta punkterna i formeluttrycken (20),
(21) och (22) alla ar p;. Vi kontrollerar om det stammer for formel (21):
ro(0) = :(p—1 +4po + P1) = p1 som onskat.

Det allra forsta lilla kurvstycket — som vi later ha index noll — borjar
i punkten p; och kommer enligt formel (22) att sluta i punkten ro(1l) =
+(Po +4p1 + P2) = 2p1 + £P2.

P4 motsvarande sdtt maste man avsluta hela B-splinealgoritmen med
att skapa tva kopior av sista punkten p,. De utnyttjas i formel (20) for att
dstadkomma att kurvan landar i punkten p,, (se MATLAB-programmet).

Vi kan konstatera att bézierkurvorna med sina trevliga geometriska egen-
skaper har hard konkurrens av B-splines. Det &r ju faktiskt ganska enkelt
att geometriskt konstruera laget och riktningen fér B-splinekurvan vid varje
nytt kurvstycke.

Prova foljande MATLAB-program (kurskatalogfilen bsplejip.m) dir punkt
efter punkt klickas in och B-splinekurvan snéllt kommer smygande efter.
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% bsplejip, B-splines med ginput
clear, clf
t=(0:0.1:1)7;
F=[(1-t)."3 3%t.73-6%t."2+4 -3%t."3+3xt."2+3*t+1 t."3]1/6;
axis ([0 100 0 80]), hold on
set (gcf, ’DoubleBuffer’,’on’)
disp([’Klicka punkter (bryt med musens mittknapp)’])
[x,y]l=ginput (1) ; plot(x,y,’0’), pl=[x yl;
[x,y]l=ginput (1); plot(x,y,’0’, [p1(1) x],[p1(2) yl,’m:’)

p=[x yl;

P=[p1; pl; pl; pl; % tva kopior av férsta punkten behdvs
r=F*P; plot(r(:,1),r(:,2))

for i=1:48 % maxantal punkter &r 50

[x,y,button]=ginput (1) ;
if button==2, break
else plot(x,y,’o’, [p(1) x1,[p(2) yl,’m:’)

p=[x yl; P=[P(2:4,:); pl; % utnyttja de fyra senaste punkterna
r=F*P; plot(r(:,1),r(:,2))
end
end
for i=1:2 % avsluta med tva kopior av slutpunkten

P=[P(2:4,:); pl;
r=F*P; plot(r(:,1),r(:,2))
end

Det modifierade programmet bsplejipq snyggar till och ldgger pa lite kalli-
grafieffekt.

801

701

Kalligrafi skapad av bsplejipq

601

501

401

30-

20-

101

100
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5 NUMERISK INTEGRATION

5.1 Allméant

b
Alla formler for numerisk berékning av integralviirdet I = [ f(z)dz kan

a
skrivas som en summa av N stycken viktade funktionsvirden dar vikterna
w; och z-virdena x; ar kidnda, alltsa

b N
I:/f(m) dv ~ Y w;if (). (23)
a =1

Hit hor Newton-Cotes integrationsformler som bl a innefattar trapetsregeln,
Simpsons formel och MATLABs quad-funktion. Aven gausskvadraturformlerna,
kan skrivas pa den allménna formen (23), alla med positiva vikter w;.

5.2 Trapetsregeln med sliktingar

5.2.1 Trapetsregeln och Simpsons formel

b
Trapetsregeln for berikning av I = [ f(z)dx lyder
a

I~T(h)=h (% + fa+h) + f(a+2h) + ...+ f(a+(n—1)h) + @)

dér h = (b—a)/n, och n &r antalet delintervall. Det &r en (n+1)-punktsformel
med konstant avstdnd h mellan z-virdena. Trapetsregeln pa formen (23)
uppfyller N = n+1 och alla vikter w; &r h utom forsta och sista som &r h/2.
Med funktionsvérdena skrivna i en vektor med komponenterna f1, fo,..., fn+1
blir trapetsregeln

n+1
J1+ fat1
T(h)=nh - . 24
(h) (; fi - L ) (24
I MATLAB skrivs formeln Th=h* (sum(f)-(£f(1)+f(n+1))/2).
For att fa ett béttre resultat fordubblar vi antalet intervall och beridknar ett
nytt trapetsregelvirde, nu med halverat steg, dvs h ersétts av h/2.
Trapetsregeln approximerar arean mellan z-axeln och integrandkurvan
med en summa av parallelltrapetsareor. I ett allmént fall med varierande
steg h; 1 2-led blir uttrycket for trapetsregeln T'= ", %( fi+ fit1)-

o7



Trapetsregeln, n=10

Trapetsregeln, n=20

0.5 1 15 2 0.5 1 15 2

Exempel: Berikna med trapetsregeln en approximation till integralvérdet

2
I= / V0.5 + 2~ sin 222 dx
0

Forst skriver vi en funktion i MATLAB for integranden. Filen far heta fq.m:

function f=fq(x)
f=sqrt(0.5+2*exp(-x) .*sin(2*x."2));

Rita upp integranden och utnyttja trapetsregeln tva ganger, dels med tio
intervall, alltsd n=10, dels med n=20.

t=0:0.02:2; ft=£fq(t);
n=10, h=2/n; x=h*(0:n); f=fq(x); T10=h* (sum(f)-(£(1)+f(n+1))/2)
subplot(2,2,1), plot(0,0,’+’, t,ft,’:’, x,f,’0’, x,f)

n=2*n, h=h/2; x=h*(0:n); f=fq(x); T20=h* (sum(f)-(£(1)+f(n+1))/2)
subplot(2,2,2), plot(0,0,’+’, t,ft,’:’, x,f,’*’, x,f)

Tio intervall ger resultatet 1.6426, och efter intervallférdubbling erhélls vér-
det 1.6418. Av resultaten att doma har integralvirdet berdknats med ungefar
fyra siffrors noggrannhet, och vi kan svara I = 1.642.

Men noggrannheten ska ofta vara betydligt béttre dn sa. Lat oss kriva
att integralvirdet ska berdknas med sju korrekta decimaler. Vi ska undersoka
nagra olika numeriska metoder for att uppna detta.

Forst provar vi trapetsregeln med successiv fordubbling av antalet inter-
vall — vilket innebér steghalvering fran h till A/2; vi bendmner trapets-
resultaten 7T'(h) respektive T'(h/2).

Trunkeringsfelet, alltsa avvikelsen mellan trapetsregelviardet T'(h) och det
exakta integralvardet I, kan skrivas som en utveckling

o8



T(h) — I =ch?+coh* + ...
(se vidare avsnitt 5.2.3). Det innebér att richardsonextrapolation kan for-
béttra resultatet, metoden kallas d& Rombergs metod. Lat oss borja med att
dela integrationsintervallet i 40 delar.

n=40, h=2/n; x=h*(0:n); f=fq(x); T =h*(sum(f)-(£(1)+f(n+1))/2);
n=2%n, h=h/2; x=h*(0:n); f=fq(x); Tt=h*(sum(f)-(f(1)+f(n+1))/2);

S=Tt+(Tt-T)/3; % extrapolera till simpsonvérde
n=2*n, h=h/2; x=h*(0:n); f=fq(x); Ttt=h*x(sum(f)-(£(1)+f(n+1))/2);
St=Ttt+(Ttt-Tt)/3; % extrapolera fram nytt S
d=St-S; B=St+d/15; % extrapolera p& S-vidrdena

format long

richschema=[T 0 0
Tt S 0
Ttt St BI]

Utskriften foljer schemat for richardsonextrapolation i avsnitt 3.8.

T S B
1.642000905 0 0
1.6420563159 1.642070577 0

1.642066167  1.642070503 1.642070498

Integralvirdet kan anges I = 1.6420705 med en osdkerhet skattad till en enhet i
sjunde decimalen (sista differensen i S-kolumnen).

I forsta kolumnen finns trapetsregelvirdena for n = 40,80,160. Darefter
foljer i andra och tredje kolumnen de extrapolerade virdena

h/2) — T(h)

S(
och B=S(h/2) + 51 1

Variabelnamnet S star for Simpson, medan B star for bdst eller for Boole
(logiker-matematiker som fick bade Boolesk algebra och Booles integrations-
regel uppkallad efter sig).

Simpsonvérdet S(h) &r en god approximation till integralen I och kan
erhallas pa tva sitt, antingen via trapetsregeln med en extrapolation, eller
som foljande explicita formel som kallas Simpsons formel:

S =1

(f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+2f(a+4h)+. .. +4f(b—h)+f(b)).

Antalet intervall n maste vara jimnt. Simpsons formel betraktad pa den
allménna formen (23) har som synes de yttersta vikterna h/3 och de inre
varannan gang 4h/3 och varannan 2h/3.
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Simpsons formel har fjirde ordningens noggrannhet, det vill siga for
trunkeringsfelet giller S(h) — I = O(h*). Det motiverar varfor extrapola-
tionsuttrycket for B ovan har en fyra i ndmnarens exponent.

Experimentell felskattning

Nagon tillimpbarbar teoretisk formel for erhallande av ett numeriskt virde
pa absolutfelet i en integralapproximation finns inte. I praktiken arbetar man
med successiv steghalvering i den valda algoritmen och gor en enkel expe-
rimentell felskattning (ofta lite for pessimistisk): Felet skattas som beloppet
av differensen mellan de tva sist berdknade vérdena.

Fordelen med trapetsregeln med steglingdshalveringar dr att algoritmen
(24) ar s& enkel. For de flesta integralberdkningar som uppstéar i tillamp-
ningarna fungerar metoden tillrickligt bra. Men om integrandkurvan har
snabba variationer i integrationsintervallet kan det krévas mycket sma steg
for att onskad noggrannhet ska uppnas. Man kan prova med att dela upp
integrationsintervallet [a,b] 1 négra delintervall och anvinda trapetsregeln
med steghalveringar pé& varje del. Det finns dock andra numeriska integra-
tionsmetoder som kan vara béttre att ta till i sidana fall.

5.2.2 Matlabs quad-funktioner

I MATLAB finns funktionerna quad (som bygger pa Simpsons formel) och
quadl for berdkning av enkelintegraler 6ver ett dndligt integrationsintervall.
Béada ar sa kallade adaptiva metoder; med adaptiv menas att metoden har in-
byggd steglangdskontroll och minskar steget dir integrandkurvan har kraftig
krokning. Gor help quad och help quadl fér mer information.

Toleransen i quad-algoritmerna avser absolutfel. Standardtoleransen &r
satt till 1076, vilket inneb#r att ungefir sex korrekta decimaler erhalls. For
vart exempel med intervallgrdnserna 0 och 2 blir anropet helt enkelt:

I=quad(@fq,0,2)
(Skriv format long forst s& erhalls utskriften med méanga decimaler.)
Vi kan sjilva ange felgréns for absolutfelet genom att ha med en fjarde
parameter. Med foljande anrop bor resultatet fa sju korrekta decimaler:
I=quad(@£q,0,2,0.5e-7)

Om integrandfunktionen inte &r mer komplicerad &n att den kan skrivas
pé en rad ar redskapet inline utmirkt (gor help inline), d& behovs ingen
m-fil for integranden.

I=quad(inline(’sqrt(0.5+2*exp(-x) .*sin(2*x.~2))’), 0,2,0.5e-7)
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5.2.3 Periodiska integrander — 16s med trapetsregeln

27
Betrakta I = [ (1+sinz)e®*dz. Den har en periodisk integrand och

integrationsinter?/allet ar en hel period. For problem av den héir typen, alltsa
integration 6ver en hel period av en dkta periodisk funktion, &r trapetsregeln
(24) med successiv steghalvering — men utan eztrapolation — den allra bésta
l6sningsmetoden. I detta fall uppstar nédmligen inte den felutveckling efter
potenser av h? som annars skulle motivera richardsonextrapolation!

Detta forklaras av Fuler—Maclaurins formel for sambandet mellan integral-
viardet I och trapetssumman T'(h):

I=T(h)— )= f'(a) h2 4 () — " (a) . f(5)(b)_f(5)(a)

6 8
12 720 30240 W+ O)- (25)

Periodicitet med periodlingd b — a innebér ju att funktionen upprepar sig,
dvs f®)(b) = f®)(a) for alla k. Detta innebér i sin tur att konstanterna
framfor h-potenserna forsvinner. Formel (25) dr en s& kallad asymptotisk
formel som ar giltig for sma h i forhallande till periodlangden b — a. Felet
I —T(h) narmar sig noll snabbare &n varje potens av h. (Det tycks som om
felet alltid borde bli exakt noll, men hogerledet konvergerar inte alltid mot
véinsterledet i en odndlig asymptotisk serie. Nagot enkelt uttryckt: summan
av odndligt manga nollor blir inte séikert noll.)

Med trapetsregeln erhalls ofta full datornoggrannhet med farre dn femtio
delintervall. (En riktigt knolig integrandkurva kan kréva ett storre antal in-
tervall, dvs mindre h.) For att forvissa sig om att noggrannheten &r uppnadd
gor man en eller flera steglangdshalveringar och jamfor trapetsresultaten.
For integralen ovan ger trapetsregeln med 14 intervall virdet 7.95492652101285.
Exakt samma resultat erhalls med n =28, datorprecision har natts.
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Ova numerisk integration i ezempelsamlingens Ex 6.1-6.8.

5.2.4 Integration av hermiteinterpolationspolynom och splines

Nér integrandfunktionen f(z) &r uppbyggd av styckvisa tredjegradspolynom
(hermiteinterpolationspolynom — fusksplines, splines) kan integralvirdet er-
hallas som ett enkelt uttryck i funktionsvirdena y; och de kinda lutningarna
ki. Det géller ndmligen att integralvirdet I; for det i-te intervallet blir

I, = %(yl +Yir1) + }f—z(kz — k;iy1). Hela integralen fran z; till zx (vi har n
intervall och N=n+1 punkter) kan d& skrivas

2

/ fa dw—ZI—Z(h(yﬁyM) (k- ki+1)>-

Hérledning: Integrera hermiteinterpolationspolynomet (formel (9) i avsnitt
3.3.1) fran z; till ;41 vilket med substitution till den lokala variabeln ¢ med
sambandet x = x; + ¢ - h; och dx = h; dt leder till:

Tiy1 1 1
L= / f(z)dz = / flathi) b dt = / (gt Y+ (42) gt (P—t%) i) dt =
T 0 0

2 T 1 1 1
- — )9t (5 — e =hilyi + 580+ 29 + ¢
273 . 2

t2
= hi [t-ym-;Ayﬁ-( (g 1 5 12 i)

Satter vi har in uttrycken for g; och ¢; sa erhalls

1 1 1
Ii=h (yi + 58y + hiki — Ays) + 75 (2Ay; = hiki — hiki—i-l)) =

6

2

h; h
I = 5 —(yi + yit1) + 12(k kit1).

Den forsta delen &r trapetsregelns uttryck och den sista ar bidrag fran de
kédnda lutningarna i punkterna.

Sarskilt trevlig blir integrationsformeln for fallet med ekvidistant styckvis
interpolation nér alla h;-virden &r lika, for d& tar alla k; ut varann utom det
forsta och sista virdet. Integralen fran z; till zn blir

hZ n hZ
/ I Z(yz+yz+1>+52(ki—kim=T(h)——(kN k).
=1 =1

som Overensstammer helt med de tva forsta termerna i Euler-Maclaurins
formel (25).
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Area, kubisk bezierkurva
14v< T T T
\
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\

5.2.5 Integration av kubiska bézierkurvor

I avsnittet 4.2.5 i bézierkurvekapitlet visades att arean mellan en kvadratisk
bézierkurva och linjen p; p2 dr tva tredjedelar av styrpunktstriangelns area.
Man skulle vilja se ett lika enkelt samband i det kubiska fallet — alltsa
mellan arean av styrpunktspolygonen och arean som innesluts av den kubiska
bézierkurvan och linjen p; ps. Eftersom det leder till hiskligt formelriknande
att komma fram till eventuellt samband s& avstar vi fran det och anvénder
numerisk integration for att bestdmma den sokta inneslutna arean.
Bézierkurvan och dess derivata bestdms i parameterform av

(@(t), y() = (1= 1)*(w1,51) + 3t(1 = 1)* (w0, yp) + 3t*(1 — ) (we, ye) + £ (w2, 92)
(@(8), 9(t) = =3(1=1)*(z1,y1) + 3(1—4t+3>) (2, yp) +
+3(2t_3t2)(xca yc) + 3t2 (1'27 y2))
For att gora det hela till en sluten kurva passar vi pa att skriva den rita
linjen fran po till p; i parameterform ocksa (jamfor formel (13) i avsnitt 4.1):

(rr(w), yp(u)) = (1 —u)(z2,y2) + v (z1,y1), 0 <u <1

Arean inom den slutna kurvan fran p; i positiv led lings bézierkurvan till
p2 och ritlinjigt tillbaka till p; bestdms av formeln

Area = — (/01 y(t)z(t) dt + /01 yr(u)zr (u) du)

I det forsta uttrycket ska ett femtegradspolynom integreras och det gor vi
av bekvamlighetsskdl med numerisk integration (trapetsregeln med halverat
steg utnyttjas).

Det andra uttrycket &r integralen av ett forstagradspolynom i u. Det kan
latt integreras exakt (gor det!) och blir (z; — z2)(y1 + y2)/2, dvs parallell-
trapetsarean under den rata linjen.
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p1=[10 11; p2=[2 5]; b=[15 61; c=[-2 14]; pbecp=[pl; b; c; p2];

n=40; I=[1;

for nr=1:2 % trapetsregeln 2 ggr
dt=1/n; t=(0:dt:1)’;
F=[(1-t).~3  3*t.*(1-t).~2 3*t.~2.*(1-t) t.~3]; r=F*pbcp;
Fp=3*[-(1-t)."2 1-4*t+3*t.~2 2%t-3%t."2 t."2]; rp=Fp*pbcp;
x=r(:,1); y=r(:,2); =xp=rp(:,1);

f=y.*xp; % integrand
T=dt* (sum(f)-0.5% (£ (1)+f(n+1))); I=[I T]; n=2%*n;

end

Ibez=I(2)+(I(2)-I(1))/3; % simpsonvarde

Ilinje=(p1(1)-p2(1))*(p1(2)+p2(2))/2;
bezarea=- (Ibez+Ilinje) % arean inom slutna kurvan

% Polygonarean kan t ex berdknas som tvd triangelareor:
polygonarea=0.5%abs (det ([b-pl;c-pl]))+0.5%abs (det ([c-pl;p2-p1]))

Arean av det skuggade omradet blir 44.55 med fyra korrekta siffror. Arean
inom hela styrpunktspolygonen ar héar 90.50, alltsé drygt dubbla vérdet.

5.3 Gausskvadratur — vil valda punkter
Gausskvadratur &r integrationsformler pa formen (23)

1

N
I = /f(x)d(l) =GN = szf(xl)’
i=1

-1

med kinda vikter och av Gauss vil valda z-virden (dven kallade noder) som
inte dr ekvidistanta. De &r s& kallade 6ppna formler vilket betyder att inter-
vallets d&ndpunkter inte ingar. Formlerna déar N &r litet, sdsom tvapunkts-
formeln G, trepunktsformeln G, etc upp till Gg, utgor oftast alltfor grova
approximationer till integralen for att vara praktiskt anvéndbara.

Sjupunktsformeln G5 har nu kommit att bli den viktigaste tack vare
Alexander Kronrod som 1964 utvecklade Gauss-Kronrods algoritm.

Varje gausskvadraturformel har alltsa en kdnd uppséttning vikter och z-
virden som litt kan lagras och anvindas vid datorberdkningar. De géller for

1
standardintervallet [—1, 1] det vill séga integralen [ f(z)dz. For hérledning
~1
av vikter och noder, se Appendix.
1

Tvapunktsformeln lyder Gy = f (——3) +f (%) och har alltsd vikterna

w1 = wo = 1 och noderna :I:%.



Med endast tre medtagna siffror i w- och z-virdena ser sjupunktsformeln
ut sél hér:

[ f(z)dz ~ G7 = 0.418 £(0) + 0.382(f(—0.406) + £(0.406)) +
. +0.280 (f(—0.742) + £(0.742)) + 0.129 (f(—0.949) + £(0.949)).

I funktionen g7k15 som beskrivs senare ér sjupunktsformelns vikter och z-
virden givna med femton siffrors noggrannhet.

Att w; och z; &r beriknade for standardintervallet [—1, 1] innebér ingen
inskrénkning, eftersom varje integral pé intervallet [a, b] genom substitutio-
nen t =0y ottt gt = bfT“dm kan overforas till intervallet [—1, 1]:

2 2
/ b—a [ b b b—a & b b
—a —a a+ —a a a-+
F = F ~ F —_—
/(t)dt 2/(2x+2)dac 22;wz(2xz+2)
a —1 =
eller enklare uttryckt:
p b—a & b b
/F(t)dtz%a wiF(t;) med ti:%axmL% (26)
=1

a

w; och z; & N-punktsformelns parametrar for intervallet [—1, 1].

Integration med Gauss N-punktsformel ger exakt resultat for polynom
av grad 2N —1. For sjupunktsformeln géller alltsa att felet blir noll om vi in-
tegrerar polynom av trettonde graden eller ligre. Vi vill kunna skatta felet d&
vi behandlar en allménnare funktion f(z). Nagon anvindbar teoretisk felfor-
mel finns inte; vi behdver alltsa en experimentell felskattningsregel. Kronrods
forskning péa detta omréde har lett fram till féljande metod.

5.4 Gauss-Kronrods metod — 15 smart valda punkter

Vid trapetsregeln anvinds steghalvering pé ett effektivt sétt for resultatfor-
battring och experimentell felskattning. Gausskvadraturformlerna har inte
samma trevliga egenskap att behdlla gamla z-virden nér antalet intervall
férdubblas. D& N &ndras fordndras alla x; och inga tidigare berdknade funk-
tionsvirden f(x;) ar till ndgon gliadje.

Den ryske matematikern Kronrod lyckades ar 1965 héirleda en effektiv
algoritm som bygger pa gausskvadratur men ocksa liknar steghalverings-
algoritmen vid trapetsregeln. Kronrods idé var att starta med Gauss sju-
punktsformel G'7 och finna en ny formel som anvinder dessa punkter samt
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lampligt valda mellanliggande punkter, framréknade si att integrationsre-
sultatet forbéttras och en god felskattning erhalls. Med atta nya punkter
&; konstruerade han en femtonpunktsformel Ki5 som ger exakt resultat for
polynom upp till och med tjugoandra graden.

Algoritm: Berikna forst f; = f(x;) for sjupunktsformelns kinda x;-vérden
(vi betraktar alltsa integration éver standardintervallet [—1, 1]). Rikna dér-

efter ut virdena Gy och K5 enligt:
7 7

8

Gr =Y wifi, Kis= Y uifi+ Y vif(&)
i=1 i=1 i=1

Hér &r w; sjupunktsformelns vikter, medan den hogra formelns vikter u; och

v; samt &;-virdena har angetts av Kronrod. I funktionen g7k15 betecknas

gausspunkterna xg och kronrodpunkterna xk.
b

For integraler dver intervallet [a, b], alltsd [ F(t)dt, tillimpas algoritmen

a
tillsammans med variabelsubstitutionen enligt formel (26) och vi far foljande
Gauss-Kronrod-algoritm:

7
ti:lFTaxi+aTH, Fi:F(ti),’iZI,Q,...,7, GYZ%ZwiFi
=1

7 8
Ti:l)_Tafi+aT—'_l)ai:172a"'a8a K15:%<EUZ-FZ+ZU7,F(T7,)>
i=1 i=1

(27)

Viérdet K15 accepteras som integralvirde, medan G7-véirdet enbart anvinds
fér bedomning av noggrannheten i resultatet.

En experimentell felskattning som for de flesta integrander dr mycket

tillforlitlig ges av d = |K15 — G|, fel < 10dy\/d/|K;5].
Hela algoritmen beskrivs i MATLAB i funktionsfilen g7k15.m som finns
i kurskatalogen och kan kopieras déarifran.

function [Igk,absfel]l=g7k15(F,a,b);
%#Gauss-Kronrods 15-punktsmetod, integrand F(x), intervall [a,b]
xg=[0.405845151377397 0.741531185599394 0.949107912342758] ;

xg=[-fliplr(xg) O xgl; % gausspunkter
w=[0.381830050505119 0.279705391489277 0.129484966168870] ;
w=[fliplr(w) 0.417959183673469 wl; % gaussvikter

#Kronrodpunkter och nya vikter

xk=[0.207784955007898 0.586087235467691 0.864864423359769 0.991455371120813];
xk=[-fliplr(xk) =xkI;

u=[0.190350578064785 0.1406532597155625 0.063092092629979] ;

u=[fliplr(u) 0.209482141084728 wul;

v=[0.204432940075298 0.169004726639267 0.104790010322250 0.022935322010529];
v=[fliplr(v) vl;
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Gauss-Kronrod, 3 delintervall
T

0.81

0.61

0.4r

0.2r

. .
0 0.5 1 15 2
Antal punkter: 15+15+15

%Variabelsubstitution till standardintervallet [-1,1]:
hh=(b-a)/2; abm=(a+b)/2;
tg=hh*xg+abm; fg=feval(F,tg);
tk=hh*xk+abm; fk=feval(F,tk);
G7=hh*sum(w.*fg); K15=hh* (sum(u.*fg)+sum(v.*fk));
d=abs(K15-G7); fel=10*d*sqrt(d/abs(K15));
Igk=K15; % integralapproximation
absfel=max ([eps*abs(K15) fell); % felskattning

For integraler dér integranden har kraftiga variationer i integrationsinter-
vallet dr inte femton punkter — hur vil valda de &n &r — tillrdckligt for att
fa hyfsad approximation till integralvirdet. Da far man dela in intervallet i
flera delintervall och tillampa Gauss-Kronrods formel (27) pa varje del.

En god idé &r att rita upp integrandkurvan och se hur den beter sig i
integrationsintervallet. Lagg delintervallens granser dar krokningen &r stor.

Exempel: Skriv ett program som med Gauss-Kronrods metod beriknar integra-

2
len I = V0.5 + 2e~ sin 222 dr med minst sju korrekta decimaler. Uppritning av
0

integranden visar att kurvans krokning &r storst vid z =~ 0.8 och vid z &~ 1.5. Vi
provar diarfér med en indelning i tre intervall, fran 0 till 0.8, fran 0.8 till 1.5 och
slutligen fran 1.5 till 2.

[T1,fel1]=g7k15(@fq,0, al); fell
[12,fel2]=g7k15(@fq,al,a2); fel2
[I3,fel3]=g7k15(@fq,a2, 2); feld
Ig7k15=I1+I2+I3,
absfel=fell+fel2+fel3

Integralvirdet blir 1.6420705 med ett fel skattat till hdgst en enhet i sjunde deci-
malen.
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5.5 Integraler som fordrar forbehandling

Integraler over ett odndligt integrationsintervall och integraler med singu-
lariteter i integranden kraver forbehandling innan en numerisk metod kan
tillampas.

5.5.1 Knepig integral

Bestam med tre korrekta decimaler virdet av foljande integral

7 dzr
I_O/\/E(w2+x/1+x3)

som har bada egenskaperna ovan. Genom en ldmplig substitution, ¢ = \/z,
blir man av med singulariteten vid z = 0.

Numerisk integration kan bara goras pa ett dndligt intervall. Vi bor déarfor
dela intervallet i tva delar, 0 < ¢ < T och T <t < 00, och vilja T-vardet
sd stort att den sista delintegralen (svansen) blir forsumbar, i detta fall av
storleksordningen 1074,

Den forsta delintegralen berdknas med lamplig numerisk metod med en
tolerans som garanterar att resultatet totalt sett far begird noggrannhet.

Losning: Substituera ¢ = /z, dvs t? = z, 2tdt = dr si blir integral-
o
uttrycket I = [2/(t* + v/1 + 1) dt. Svansintegranden kan overskattas med

0
uttrycket 2/(t* + #3) < 2/t*. Integrering fran T till co ger att svansen
ar mindre &n %T*3. Med 7" = 15 blir vardet 0.0002 vilket gor svansen
férsumbar.
Nu aterstar berdkningen av integralen mellan 0 och 15. Med MATLABs
quad erhalls virdet med sex korrekta decimaler (standardtolerans).

I1=quad(inline(’2./(t." 4+sqrt(1+t.~6))’),0,15)

Integralvirdet blir 2.0507 med ett totalfel mindre dn 0.0002.

Los évningarna Ex 6.4, 6.9, 6.10 1 ezempelsamlingen.
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5.6 Dubbelintegraler

Lat oss betrakta ett omrade D i xy-planet begrénsat av de réita linjerna x = a
och = b och av undre och 6vre grinskurvorna y = ¢(z) och y = d(z). En
dubbelintegral 6ver omradet kan skrivas

Iz//Df(x,y)dxdyz/ab/Czj) [/ (2,y) dy] dxz/abg(x)dx

dar f(z,y) ar en given integrandfunktion och g(z) = fc(zg) f(z,y)dy.

I den numeriska algoritmen for dubbelintegraler spjilkar man upp pro-
blemet i tvd endimensionella integrationsproblem. Boérja med att dela in
z-intervallet i n, delintervall med steget dx = (b—a)/n,. For vart och ett
av de ngy+1 stycken z-virdena x; = a4 (i—1) 0z beréiknas integralen g(z;).
Det illustreras av den vénstra figuren dar integralvirdet g(z;) utgor arean
av den randade viggen med den y-beroende hojden f(xz;,y).

Den numeriska integrationen brukar man oftast utféra med trapetsregeln
(24), men quad eller Gauss-Kronrods metod (27) kan vara goda alternativ.
Om integrandfunktionen f(x,y) har byggts upp av styckvis interpolation
med fusksplines eller splines ar det lampligt att i stéllet for trapetsregeln ut-
nyttja den forbattrade integrationsformeln som presenterades i avsnitt 5.2.4.
Nér alla ny+1 virdena g; dr berdknade, aterstar det att berdkna det slutliga
integralvardet I = fabg(x) dx. Har ligger trapetsregeln narmast till hands

ng+1
med den enkla formeln (24): I ~ oz ( >, ¢; — (91 + gn,+1)/2)-
i=1

Noggrannheten i resultatet beror liksom i det endimensionella fallet pa
hur fin indelning som valts. En praktisk tillforlitlighetskontroll av antalet
korrekta siffror kan vi dstadkomma genom att rdkna om med halvering av
steget, vilket i dubbelintegralfallet bor ske bade i z- och y-led.
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Exempel: Berikna virdet av integralen

I:// e~ (@/m? /3 + sin3zy + cos 3z dz dy
D

over omradet D (se figuren) begransat av 0 <z < w och av kurvorna
o(z) =2?/m —z+7/4, d(z)=x/n+e /T4 @17
Integranden f(x,y) skrivs som en MATLAB-funktion

function f=fdub(x,y)
f=sqrt(3+sin(3*x*y)+cos(3*y)) .*exp(-(x/pi)."2);

Vi anvénder trapetsregeln (24) for alla integralberikningar. I forsta exekve-
ringen utnyttjar vi 100 delintervall i z-led och 50 i y-riktningen. Vid varje
z; bestdms steget i y-led av dy = (d(z;) — c(x;))/ny.

a=0; b=pi;
nx=100; dx=(b-a)/nx; x=(a:dx:b)’;
c=x."2/pi-x+pi/4;
d=x/pitexp(-x/pi)+exp(-(x-1).72);
ny=50;
Y=[1; F=[1; G=[1;
for i=1:nx+1
dy=(d(i)-c(i))/ny; y=c(i):dy:d(i);
f=fdub(x(1),y);

g=dy* (sum(£f)-0.5% (£ (1) +f (ny+1))); % trapetsregeln vid fixt x
Y=[Y; yl; F=[F; £f1; G=[G; gl;

end

I=dx*(sum(G)-0.5%(G(1)+G(nx+1))) / trapetsregeln pa G-vektorn

% 3D-ritning (gér help meshz och help surf)
X=x*ones (1,ny+1) ;
meshz (X,Y,F), hold on, surf(X,Y,F)
axis([0 3.5 0 2 0 2]), view(20,50)

Integralvirdet som ocksé ar viardet av volymen mellan xy-planet och rymd-
ytan blir I = 5.7642 med osékerhet pé& en enhet i sista siffran. Detta kon-
stateras eftersom n, =100, n, =50 ger 5.7638 och n; =200, n, =100 ger
virdet 5.7641, och dnnu finare indelning med n, =400, n, =200 ger 5.7642.

I MATLAB finns en funktion dblquad som klarar dubbelintegraler pa ett
rektangulért omrade. S& om vi istéllet hade de konstanta funktionerna c¢(z) =
0 och d(z) = 2 i intervallet 0 < 2 < 7 skulle MATLAB-funktionen kunna
anropas med:

Irekt=dblquad(@fdub,0,pi,0,2)
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5.7 APPENDIX, Parametrarna i gausskvadratur

Parametrarna ar bestdmda s att formeln ger exakt resultat for polynom av
s& hog grad som mdjligt. N-punktsformeln G innehaller 2N parametrar och
for att kunna berdkna dem behdvs 2V samband. Dessa erhalls genom 6nske-
mélet att formeln ska stimma for f(z) = konstant, f(z) = forstagradspoly-
nom, f(z) = andragradspolynom, upp till gradtal 2N —1.

For att ekvationerna ska bli s& enkla som mdjligt viljer man polynomen
Lz, 2%,..., 22N~ dvszP, p=0,1,2,...,2N-1. Integration 6ver intervallet
[—1, 1] ger vdrdet noll fér udda p och 2/(p+1) for jamna p.

w1$’1’+w2x’2’+...+w1\m§’v:{

Forsta ekvationen (da p=0) blir alltsd wy + we + ... + wy = 2.

Av symmetriskil (ur nollsambanden ovan) kommer z-vdirdena att ligga sym-
metriskt kring x = 0, dvs vi far x; = —xn4+1—4, och tillhérande vikter blir
lika, allts& w; = wyy1—;-

Om antalet punkter &r udda ligger mittersta punkten alltid i z = 0.

Ovning: Visa att sambanden for p = 1,3,...,2N —1 #r satisfierade.

Antalet okdnda parametrar har nu reducerats fran 2N till N, och genom de
aterstaende ekvationerna kan dessa parametrar bestdmmas. Fér N > 3 blir
det ett ickelinjart system som 16ses med till exempel Newtons metod.

Tvapunktsformeln kan nu skrivas G2 = wy (f(z1) + f(—=1)) och man
erhaller direkt w; = 1 och z; = +1//3, alltsda Gy = f(—1/v/3) + f(1/V3).
Formeln &r exakt for alla tredjegradspolynom.

Berdkning av sjupunktsformelns vikter och z-vérden &r en lamplig upp-
gift pa ickelinjira ekvationssystem, Ex3.16 i exempelsamlingen.

Anmirkning 1: Gausskvadratur har interpolerande egenskaper fast det inte
syns explicit i formlerna. Det innebér att om vi till sjupunktsformelns z;-
viarden bildar f(z;), interpolerar med ett sjattegradspolynom genom punk-
terna och integrerar detta, si far vi identiskt samma resultat som om vi
tilldmpar sjupunktsformeln! Runges fenomen uppstar inte eftersom gauss-
punkterna ligger tdtare utat kanterna.
Anmairkning 2: Det géller att z-virdena till gausskvadraturformeln Gy ar
nollstéllen till legendrepolynomet Py (z) av gradtal N (se tabell i Betahand-
boken), till exempel giller: Pr(z) = (42957 — 693z5 + 31523 — 35z)/16.
I MATLAB kan vi erhélla alla noderna till G7 med satsen

xg=sort (roots([429 0 -693 0 315 0 -35 0]))
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6 EKVATIONER OCH EKVATIONSSYSTEM

6.1 Allmant

Ekvationslosning innebér att vi soker en eller flera rotter till ekvationen
f(xz) = 0. Nar ekvationen skrivs p& standardformen ovan kan problemet
ockséa formuleras som ”sék nollstallena till funktionen f(z)”. Om funktions-
uttrycket inte ar alltfér komplicerat kan funktionskurvan ritas upp, och ur
figuren kan vi avldsa ungeférlig position for nollstéllena.

Risken &r forstas att det finns nollstéllen utanfor det valda ritningsinter-
vallet. Om det géller att hitta samtliga rétter till en given ekvation maste
man gora en grovanalys av f(x), sd att man lyckas fanga in alla intervall dar
funktionen byter tecken. I de praktiska tillimpningarnas ekvationslésnings-
problem finns ofta nagon kind begrénsning for den obekanta roten och da
har man ett naturligt intervall dér roten kan sokas.

Att funktionen byter tecken vid nollstéllespassagen géller inte vid en
dubbelrot. Om man vet i forviag att sékningen giller en dubbelrot &r det
béttre att losa ekvationen f'(z) = 0.

Metoderna i avsnitten 6.3 — 6.5 géiller enkelrotter. Newton-Raphsons me-
tod kan dock tillimpas vid dubbelrot men med langsam konvergens, se av-
snitt 6.4.2, dar ocksa ett uppsnabbningsknep visas.

6.2 Polynomekvationer

Ekvationen P(z) = 0 dér P(z) &r ett polynom med givna koefficienter 16ser

man enklast med MATLAB-kommandot roots(c), dir ¢ ar en vektor inne-

hallande polynomets koefficienter fran hégsta grad ned till konstanttermen.

Alla rotter skrivs ut, bade reella och komplexal!

Exempel: Bestidm nollstéllena till legendrepolynomet av sjunde graden (se

t ex Betahandboken): Pr(z) = (—35z + 31523 — 6932° + 42927)/16.
c=[429 0 -693 0 315 0 -35 0]; xg=roots(c)

Dessa nollstéllen utgor de sju z-virdena (noderna) i gausskvadraturformeln

G7 (se kap 5.4, g7k15-funktionens femtonsiffriga xg-virden).

6.3 Intervallhalveringsmetoden

Intervallhalveringsmetoden &r en enkel metod for ekvationslosning, d& man
vet att roten dr insténgd i ett intervall a < x < b. Lat oss anta att f(a) <0
och f(b) > 0. Berikna intervallets mittpunkt m = (a + b)/2 och rdkna ut
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funktionsvéirdet f(m). Om funktionsvéirdet ar negativt forkastas hela inter-
vallet mellan a och m, och a flyttas till mittpunktspositionen. Om f(m) > 0
forkastas istallet intervallet till hoger om mittpunkten, och det blir b som far
glida at vénster och anta m-vérdet.

Detta upprepas, och i varje iterationssteg reduceras intervallets ldngd
med en faktor tva. Efter n iterationer har den stkta roten sténgts in i ett
intervall som dr 27" av ursprungsintervallet b — a.

Intervallhalveringsmetoden ar en langsamt konvergerande metod, som
bara bryr sig om tecknet hos det i varje steg berdknade funktionsvirdet. Be-
tydligt effektivare och mer anvindbara ekvationslosningsmetoder &r Newton-
Raphsons metod och sekantmetoden.

6.4 Sekantmetoden

I sekantmetoden behéver man tvéa start-

gissningar zg och z; till roten. Berdkna

funktionsvirdena f(zg) och f(z1), dra den b
rata linjen, sekanten, mellan de tva punk-

terna pa kurvan, undersok var linjen skar

z-axeln och 1at detta z-virde vara néasta 2 o “
approximation till roten. Upprepa forfa-

randet tills énskad noggrannhet uppnas.

Ip — Tn-1 ?

L T ey e LA

Algoritmen for sekantmetoden kan skrivas:

e Utga fran tva startgissningar xy och z1; berdkna fo = f(z0)
(*) Berékna f1 = f(z1)

Bilda dz = —fi - (&1 — z0)/(f1 — fo)

Uppdatera: zg = z1, fo=f1, x1=z1+ 0z

Upprepa fran (*) dnda tills korrektionstermen dz blivit sa liten till sitt
belopp att den gott och vil hamnar inom den begirda felgrénsen.

Fordelen med sekantmetoden framfér Newton-Raphsons metod &r att funk-
tionen inte behover deriveras (den behover inte ens vara deriverbar). Nackde-
len &r att tva startvirden kravs och att konvergensen dr nagot langsammare
an for Newton-Raphsons metod, vilket innebér att det kravs fler iterationer
for att n& begérd noggrannhet.
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6.5 Newton-Raphsons metod

Newton-Raphsons metod zp41 = zp, — f(xn)/f (z,) &r en mycket effektiv
ekvationslosningsmetod som dock kriver att f'(x) har ett analytiskt uttryck.
Geometriskt sett dr sekantmetoden och Newton-Raphsons metod mycket
lika. Ersiatt sekanten med tangenten till kurvan i punkten (zg, f(zo) (lat
alltsé sekantmetodens bada startvirden glida ihop till en punkt). Undersok
var tangenten skér x-axeln och 1at detta vara nésta approximation till roten.
Upprepa tills korrektionstermen dz = —f(z)/f'(z) &r s& liten till beloppet
att den hamnar inom begérd felgréns.

Gott rad: En given ekvation kan i sin ursprungsform vara onddigt komplice-
rad. Skriv om den pa négot smart sétt innan du tilldimpar Newton-Raphsons
metod. Genom forléngning kan obehagliga ndmnare undvikas, genom kvad-
rering som i exemplet nedan undviks svarderiverade rotuttryck.

6.5.1 Exempel: Skiirning mellan funktionskurva och rit linje

Bestéim alla skiirningspunkter mellan kurvan F(z) = /0.5 + 2e 7 sin 272
och linjen y = 0.6 i intervallet 0 < o < 3. I 6vre figuren visas kurvan och
linjen, och det ar latt att se att det finns fyra skirningspunkter i intervallet.
Ekvationen som ska l6sas blir

V0.5 + 2~ sin 222 = 0.6

men den kan fa en mycket enklare form. Borja med att kvadrera bada sidorna:

0.5 +2e 7 sin 222 = 0.36 och forenkla ytterligare till sin2z? + 0.07e* = 0.
Nu &r ekvationen pa formen f(z) = 0 med den enkelt deriverbara funk-

tionen f(z) = sin2z? + 0.07¢” med derivatan f’(z) = 4z cos 2z% + 0.07¢".

F(x) = sqrt(1/2+2*exp(-x)*sin(2*x"2)) och y=0.6

15

1+

0.5r

. . . . .
0 0.5 1 15 2 25 3

f(x) = sin(2*x"2)+0.07*exp(x)
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Ur funktionskurvan for f(x) kan vi avldsa att nollstéllena ligger ungefar vid

x=13,z=17 =22o0ch x =24.

(Har funktionen 6verhuvudtaget nagra flera positiva nollstéllen? Analysera!)
Avbrottskriteriet i programkoden &r valt si att rotterna bestims med

tretton siffrors noggrannhet.

% Newton-Raphsons metod, fyra rétter
format long, xstart=[1.3 1.7 2.2 2.4];
for nr=1:4

x=xstart(nr); dx=x; iter=0;

while abs(dx/x)>le-14 & iter<10
f=sin(2*x~2)+0.07*exp(x) ;
fp=4*x*cos (2%x~2)+0.07*exp (x) ;
dx=-f/fp; disp([x dx1),

end

x=x+dx; iter=iter+l1;
end

Resultaten visar att fyra iterationer &r tillrickligt for att fa den Onskade
noggrannheten med s& goda startvirden som vi hade hir. Studera den hog-
ra kolumnen nedan som innehaller de successiva korrektionerna. De avtar
mycket snabbt!

Rot 1: X dx
1.30000000000000 0.00431508522162
1.30431508522162 0.00000578996265
1.30432087518427 0.00000000001197
1.30432087519624 0.00000000000000

Rot 2: X dx
1.70000000000000 0.01562099486746
1.71562099486746 -0.00045244935124
1.71516854551623 -0.00000034028265
1.71516820523358 -0.00000000000019
1.71516820523338 0.00000000000000

Tredje och fjdrde roten blir (avrundade till sju korrekta siffror) 2.253219
respektive 2.415182.

Linjir och kvadratisk konvergens
En iterativ ekvationslosningsmetod sdgs ha linjar konvergens mot roten «
om |Tp4+1 —a| = C|z, — | dir C dr en positiv konstant mindre 4n ett.
Kvadratisk konvergens mot en rot « innebir att |z,.; — o = K |z, — a|?
dar K ar en positiv konstant.

Newton-Raphsons metod har kvadratisk konvergens. Kan man utlésa det
ur korrektionstermernas avtagande i exemplet?
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6.5.2 Hirledning av Newton-Raphsons kvadratiska konvergens

L&t roten finnas vid z = «, da géller: f(a) = 0. Taylorutveckla kring x,,:

(o — xn)S
3!

(o — xn)Z

- £ (@) + . ..

fla) = f(zn) + (@ —zn) f'(zn) + f"(zn) +
Dividera med f’(x,) (med forutsittning att f'(z,) # 0) och utnyttja att

vansterledet har vardet noll:

_ flzn) _ a2 f"(zn)
R r R T P I
Mboblera om lite:
Ty — f($n) — f”(l'n) (a o xn)2 4. (28)

fixa)  © 2f(xn)

Hittills har vi inte utnyttjat att det hela géller Newton-Raphsons metod.
Nu dr det dags, de tva forsta termerna ovan dr just 41 i Newton-Raphson
vilket ger

Tpyl — @ = éff’((zz)) (—z,) + ... (29)
|Tp 1 —af = éff’((zz)) |zn — a* = K|z, — af?.

Detta bevisar att Newton-Raphsons metod for enkelrétter har kvadratisk
konvergens, och att for konvergenskonstanten K géller

. f”($n) B f”(a)
K= lim 2 (zn) |~ |2f (@)

Vad hénder om « rakar vara dubbelrot?
Forutom f(a) = 0 giller nu ocksé f'(«) = 0. Taylorutveckla derivatafunk-
tionen:

(@) = fl(xn) + (a—z) " (zn) +... = 0= f'(z)+ (a—zn) " (z0) +. ..

Uttrycket f"(zy)/f'(z,) approximeras alltsd av —1/(a—1x,). Insdttning i
(29) ger

-t
2(a — zp)

|zn — af

(@—zp)*+..., dvs |zpy1 —af = 5

Ip+1l — O =
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Slutsatsen blir att vid dubbelrot erhalls linjar konvergens med konvergens-
faktorn 1/2; ett nytt iterationssteg i Newton-Raphsons metod ger bara en
ungeférlig halvering av felet.

Det finns ett enkelt sétt att modifiera Newton-Raphsons metod sé att den
ger kvadratisk konvergens fér multipelrétter: Om roten har multipliciteten
p laggs faktorn p framfor korrektionstermen. For dubbelrotsberékning lyder
formeln alltsd zp11 = zp — 2f (20)/f (20).

Ovning: Visa med taylorutveckling att formeln ovan ger kvadratisk kon-
vergens vid dubbelrétter.

6.6 Fixpunktsiteration

For en ekvation som &r skriven pa formen z = G(z) kan det vara naturligt
att prova den enkla iterationsformeln z,,; = G(z,) som kallas fixpunkts-
iteration.

Exempel: Los ekvationen z = 0.5 4 sin(z/2) med fixpunktsiterations-
formeln z,41 = 0.5+ sin(z,/2) med startvirde z¢ = 1.

x=1; korr=1;
while abs(korr)>b5e-4

xold=x; x=0.5+sin(x/2), korr=x-xo0ld;
end

Foljande virden skrivs ut: 0.9794, 0.9704, 0.9664, 0.9646, 0.9638, 0.9635.
Det blir alltsd konvergens, och roten ar o = 0.9635 £ 0.0005.

Men metoden konvergerar inte alltid! Det finns ett konvergenskrav som

lyder

G ()] <1
i en omgivning av roten, och om detta ar uppfyllt har fixpunktsmetoden
linjér konvergens med faktorn C' = |G'(a)|.

Fixpunktsiteration har teoretisk betydelse men anvinds séllan for prak-
tisk ekvationslosning, eftersom den dels kréver lamplig omskrivning for att
overhuvudtaget konvergera, dels konvergerar langsamt jamfort med sekant-
metoden och Newton-Raphsons metod.

Exempelsamlingens Ex 2.1-2.20 rekommenderas!
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6.7 Iterativ losning av glesa linjira ekvationssystem

Ett linjart ekvationssystem Ax = b kan l6sas med iterativ metod om sy-
stemet har en gles och diagonaltung systemmatris. Da skriver man om ek-
vationssystemet s& att enbart diagonaltermerna finns pa vinstra sidan och
flyttar alltsa alla 6vriga termer till hoger sida.

Dividera varje rad med diagonalelementet s& att endast z; finns kvar pa
den i-te radens vénstra sida.

Systemet har nu formen x = Mx+ ¢, och fixpunktsiteration kan tillam-
pas. Man borjar med att sétta in startvirdena z; = 29 = ... = z, = 0 pa
hoger sida och erhaller en ny vektor i vinsterledet; sétter in den i hogerledet
och riknar fram en forbéttrad vektor enligt x*+1) = Mx®) + c.

Metoden heter Jacobis metod. Konvergens erhélls om [[M]| < 1. Detta
krav dr uppfyllt om den ursprungliga matrisen A &r diagonaltung.

Jacobis metod har teoretiskt intresse men for praktiskt bruk overtréffas
den av Gauss-Seidels metod som &r en forbittrad variant av Jacobis metod.
I stéllet for att utfora matris-vektormultiplikationen i hogerledet (som skulle
kunna astadkommas av en enda MATLAB-sats) gor man en for-slinga som
16per igenom raderna med successiv uppdatering av vektorkomponenterna
z; inom varje iterationssteg.

Det giller ocksa att utnyttja matrisens glesa egenskap; man bor undvika
att lagra hela matrisen och man bor avsta fran onddiga multiplikationer med
nollelement.

Vi ska demonstrera Gauss-Seidels metod i ett exempel, dér vi for jAmfo-
relsens skull ocksa gor tidsstudier for gausseliminationsslésning med helfylld
matris samt ett litet smakprov pa 16sning med MATLABs lagrings- och be-
rakningseffektiva sparse-kommandon for glesa matriser. (Gor help speye
och help spy.)

Exempel: Lat A vara matrisen som uppstar vid ekvidistanta periodiska splines:
n=25

4 1 0 0 1 T l)l
1 4 1 0 0 T2 b2
0 1 4 1 0 I3 b3
o0 --- 1 4 1 Tp—1 b1
10 -+ 0 1 4 Ty by

nz =75

Strukturen till hoger (fallet n=25) erhélls med spy(Asp) nér matrisen lagrats
som sparse-matris, se koden.
Ett hogerled behdvs, 1at oss ta b; = ec°@m/m) =12 .. n.
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I Gauss-Seidels metod itererar vi tills max-avvikelsen mellan tva pa varandra
féljande losningsvektorer dr mindre 4n en enhet i femte decimalen, dvs tills
Ix — Xoallo < 107°. Tidsatgangen noteras for de tre metoderna vid 1000
och 2000 obekanta.

n=1000; b=exp(cos(2*pi*(1:n)’/n));
% Gauss-Seidels metod
tic, x=zeros(n,1); dxnorm=1;
while dxnorm>le-5
xo0ld=x;
x(1)=((M1)-x(2)-x(n))/4;
for i=2:n-1
x(1)=(b(1)-x(i-1)-x(i+1))/4; % successiv uppdatering av x(i)
end
x(m)=(b(n)-x(n-1)-x(1))/4;
dxnorm=norm(x-xold,inf);
end
toc

=

Losning med helfylld matris, n*n element lagras

tic, A=4xeye(n);

for i=1:n-1, A(i,i+1)=1; A(i+1,i)=1; end

A(1,n)=1; A(n,1)=1;

xf=A\b; % gausseliminationslésning
toc

=

Losning med sparsematris, endast nollskilda element (3*n) lagras
tic, Asp=4x*speye(n);

for i=1:n-1, Asp(i,i+1)=1; Asp(i+l,i)=1; end

Asp(1,n)=1; Asp(n,1)=1;

xsp=Asp\b; % effektiv svartladeldsning
toc

spy (Asp)

Vid exekvering med 1000 obekanta tar metoderna i tur och ordning 0.3
sekunder, 3 s, 0.1 s. Motsvarande fér 2000 obekanta &r 0.6, 25, 0.5 sekunder.
Dra lamplig slutsats av detta!

Glesa system uppkommer vid behandling av randvardesproblem for diffe-
rentialekvationer. Mer om sparsematriser kommer déarfor i avsnitt 8.7.

6.8 Losning av ickelinjira ekvationssystem

Vi borjar med ett litet exempel pa ett ickelinjart ekvationssystem med tva
ekvationer och tva obekanta:

201 + 29 =2+ x122/2
1+ 2x9 = 1.5+ cos /2
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Man vet att z1 =1, 22~ 0.5. Bestdm x1 och zs med fyra decimaler. Vi ska
visa tre metoder for att 16sa problemet — tva bygger pa fixpunktsiteration
och den tredje pa Newton-Raphsons metod. Den férsta metoden dr Gauss-
Seidels metod for ickelinjira system. Da skriver vi om systemet sa hér:

r = (2+£B1£E2/2—$2)/2
zo = (1.5 + cosza/2 — 1) /2

Stoppa in startvirdena for x; och zo i forsta hogerledet, berdkna nytt =y,
uppdatera z2 genom insattning i andra hogerledet. Upprepa berdkningarna
av z1 och zo tills 6nskad noggrannhet uppnatts — eller avbryt om ingen
konvergens erhalls. I detta fall konvergerar metoden och efter sju iterationer
har vektorkomponenterna fyra decimalers noggrannhet: x; = 0.8431 och
x9 = 0.5426.

Metoden som ju &r en form av fixpunktsiteration i flera variabler re-
kommenderas inte for praktiskt bruk av samma skil som tidigare gavs om
fixpunktsiteration i envariabelfallet. Konvergenskravet dr nu att normen for
jacobianmatrisen for hogerledet maste vara mindre &n ett.

Vi ska préva en annan metod som ligger nédra till hands nér ekvations-
systemet ar givet pa formen “linjéra termer till véinster och resten till hoger”.
Véart ekvationssystem kan skrivas pa formen Ax = b(x):

2 1 T\ 2+ z122/2
1 2 9 o 1.5+COSIE2/2

Algoritm: Satt in startvirdena z; och zy i hogerledsvektorn b, berdkna for-
béttrad vektor genom att 16sa det linjira systemet Ax = b sdtt darefter in
x1 och zo i hogerledet, 16s det linjira systemet igen, osv.

Metoden som kallas picarditeration ar ett specialfall av fixpunktsiteration
med harda konvergenskrav, ||A“!'J|| < 1 dir J &r jacobianmatrisen for
b(x). I vart lilla exempel far vi dock konvergens och det visar sig ga at sex
iterationer for att fa l6sningen med begérd noggrannhet.

Metoderna ovan har en mycket begrdnsad anvindning pa grund av de
svaruppnaeliga konvergenskraven. Den tredje metoden som vi ska tillimpa
pa vart exempel &r Newtons metod. Det &r den sikraste och bésta metoden
for ickelinjdra ekvationssystem.
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6.9 Newtons metod for ickelinjira ekvationssystem

Ett ickelinjért ekvationssystem som ska 16sas med Newtons metod maste ha
standardformen f(x) = 0. I vart exempel blir det

2z1 + o —x129/2 —2=0
z1 + 2x9 —cosza/2 —1.5=0

I envariabelfallet beriiknas i varje iteration korrektionen 0z = —f(z)/f'(z)
som f6ljs av uppdateringen z = z + dx. Nér algoritmen ska generaliseras
till ett system med flera obekanta, kommer derivatan f'(z) att ersittas av
en matris med partiella derivator, den sa kallade jacobianmatrisen J med
elementen J;; = 0f;/0x;.

Om uttrycket for oz i stéllet skrivs som sambandet f'(z)dx = —f(x),
overgar det i flervariabelfallet till J(x)dx = —f(x). For en bestamd vektor
x ar bade f och J kiinda numeriskt och korrektionsvektorn dx erhalls genom
16sning av det linjira ekvationssystemet Jdx = —f.

Dérefter uppdateras vektorn pa vanligt sétt, x = x + dx. Forfarandet
upprepas tills énskad noggrannhet nas. For vart exempel blir jacobianmatri-

sen
J= 2—:52/2 1—:51/2
N 1 2 +sinzy/2

MATLAB-programmet ser ut pa foljande sétt.

% Litet ickelinjart system med Newtons metod
x=[1 0.5]°, iter=0; dxnorm=1;
while dxnorm>0.5e-4 & iter<10

f=[2*x (1) +x(2) -x (1) *x(2) /2-2
x(1)+2*x(2) -cos(x(2))/2-1.5];
J=[2-x(2)/2 1-x(1)/2
1 2+sin(x(2))/2]1;
dx=-J\f;
x=x+dx;
dxnorm=norm(dx,inf), iter=iter+1;
end
x, iter

Lésningen 21 = 0.8431 och o = 0.5426 erhalls redan efter tre iterationer.
Den goda egenskapen kvadratisk konvergens som finns hos Newton-Raphsons
metod i envariabelfallet forsvinner inte nér antalet obekanta okar. Vi kan i
exemplet ovan notera hur normen for korrektionsvektorn successivt avtar:
dxnorm = 0.1548, 0.0021, 5.4e-07.
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6.9.1 Algoritm for Newtons metod for ett ickelinjirt system
Det ickelinjira systemet med n obekanta ska st& pa standardformen f(x) = 0.

Algoritm f6r Newtons metod:

e Bestam de analytiska uttrycken for elementen i jacobianmatrisen J(x)
genom partiella deriveringar

Utga fran sa goda startgissningar som mojligt till de obekanta x;.

(*) Berékna f och J med insatta z;-virden

Los det linjara systemet Jox = —f (i MATLAB med dx= —J\f)

Uppdatera: x = x + 0x
e Upprepa fran (*) tills 6nskad noggrannhet erhélls.

Metoden konvergerar alltid om startvirdena valts tillrdckligt néra roten, och
da med kvadratisk konvergens.

6.9.2 Exempel: Interpolerande sinuskurva

Den trigonometriska modellen F(t) = a + bsinw (t —tp) har fyra okén-
da parametrar a, b, w och ty. Bestdm parametrarna s& att sinuskurvan vid
tiderna ¢t = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0 antar virdena y = 0.3, 0.5, 1.4, 0.5.

Det blir ett ickelinjart system med fyra obekanta och fyra ekvationer:

a+bsinw (0.5 —1y) =0.3 a+bsinw(0.5—1)—03=0
a+bsinw (1.0 —ty) = 0.5 dvs a+bsinw(1.0—1t)—05=0
a+bsinw (1.5 —t) =14 [’ a+bsinw(1.5—1)—14=0
a+bsinw (2.0 —ty) =0.5 a+bsinw(2.0—1t)—05=0

pé standardform f(c)=0, dér ¢ dr vektorn med komponenterna a, b, w, tp.
Jacobianmatrisens element blir for 1=1,2,3,4 :

8fl/8a = 1, 8fz/6b = sinw(ti —to), 8fl/8w = b(ti - t()) cosw(ti —t()),
dfi/0ty = —bwcosw (t; — o).

Lampliga startgissningar till parametrarna skaffar man ur punkternas place-
ringar tillsammans med kinda egenskaper hos sinusfunktionen.
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Givna data Modell: F = a+b*sin(w(t-t0))

15 1.5
1 1
0.5 0.5
L]
00 05 1 15 2 OO 0.5 1 1.5 2

Parametrarna a och b betyder medellinje respektive amplitud. Punkternas
lagen antyder att medellinjen hamnar pa a = 0.7 och att amplituden kan
vara b =~ 0.7. Halva vaglangden tycks bli ungefar ¢4 — t2, dvs hela vaglangden
T &r cirka 2, vilket ger w=2n/T ~ w. Vid t = ty giller att F(t) = a, och
det ser ut att ske vid ¢ty = 1.2. Iterera tills felet i parametrarna blir mindre
&n 0.5-107°.

olinjsin, ickelinjadr modellfunktion, Newtons metod
t=[0.5 1 1.5 2]°; y=[0.3 0.5 1.4 0.5]’;
subplot(1,2,1), stem(t,y), axis([0 3 0 1.6])
a=0.7, b=0.7, w=pi, t0=1.2, c=[a b w t0]’;
iter=0; dcnorm=1;
while dcnorm>0.5e-5 & iter<10
u=w*(t-t0); f=atbxsin(u) - y;
J=[ones(4,1) sin(u) b*(t-t0).*cos(u) -w*b*cos(u)l;
dc=-J\f; dcnorm=norm(dc,inf), c=c+dc; iter=iter+l;
a=c(1); b=c(2); w=c(3); t0=c(4);
end, c, iter
tt=(0:0.05:3)’; Ft=a+b*sin(wx(tt-t0));
subplot(1,2,2), plot(t,y,’o’,tt,Ft), axis([0 3 0 1.6])

Parametrarna blir ¢ = 0.7520, b = 0.6480, w = 3.9404 och ¢ty = 1.1014, och
det krivs fem iterationer for att fa 16sningen med 6nskad precision.

Det finns mer hogfrekventa losningar till
problemet. Vi later assqrt = @ och bggry = b
men later startvardet for w vara dubbla fre-
kvensen wggr = 2-3.94 och startgissningen
for ¢y vara halva vérdet ovan, 1.1/2.

Nu erhélls parametrarna a = 0.7520, b = 05
0.6480, w = 8.6259 och t; = 0.5895 efter
fem iterationer med Newtons metod. 0

Modell: F = a+b*sin(w(t-t0))

15
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6.9.3 Approximation till jacobianen

Om det ar knepigt eller rent av omdjligt att gora analytisk derivering for att
fa jacobianelementen, kan man approximera de partiella derivatorna med dif-
ferenskvoter. I sinuskurvproblemet kan till exempel de besvérliga derivatorna
dfi/0w och Of;/0ty ersittas av differensapproximationerna

6fl ~ fi(a>b7w+6w7t0) - fi(a7b>w)t0) afz ~ fi(a7b>w>t0+6t0) - fi(a7b>w;t0)
w dw T Oty Sto

dér dw och 0ty viljs lagom litet, till exempel ndgon procent (eller kanske en
promille) av virdet pa w respektive ty. Man bor experimentera sig fram till
lampligt val i varje enskilt problem.

Med dw = 0.01 och 6ty = 0.01 modifieras MATLAB-koden enbart i
jacobianberdkningssatsen som ersitts av féljande satser:

we=w+0.01; fw=atb*sin(we*(t-t0))-y; dfw=(fw-£)/0.01;
te=t0+0.01; ft=a+b*sin(wk(t-te))-y; dft=(ft-£)/0.01;
J=[ones(4,1) sin(u) dfw dft];

Den 6nskade precisionen i resultatet erhélls efter fem iterationer dven i detta
fall med numeriskt approximerad jacobian.

Ezempelsamlingens Ex 3.6—3.16 rekommenderas.

6.10 Ickelinjir modellanpassning
6.10.1 Exempel: Anpassande sinuskurva

Lat oss gora en modifiering av exemplet med sinuskurvan i foregidende av-
snitt. Den trigonometriska modellen F(t) = a + bsinw (t — tp) har fyra
okdnda parametrar a, b, w och ty. Bestim parametrarna sa att sinuskurvan
anpassar sig s val som mojligt till tabellvardena

t105(08]|10]|12|15]18 20|24
y[03(03]05[09|14(11|05]0.3

Vi har fler métpunkter dn okidnda parametrar. Det blir ett ickelinjirt ekva-
tionssystem med atta ekvationer och fyra obekanta:
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Givna data Modell: F=a+ b sinw(t-t0)
1.6 T T 1.6 T T

1.4+

1.2

0.8}
0.6/
0.4 1 AL
02 7 T T T 7 |
0 0

0 1 2 3 0 1 2 3

a+bsinw (0.5 —1%)) ~ 0.3 ) a+bsinw (0.5 —1%)—03~0)
a+bsinw (0.8 —ty) = 0.3 a+bsinw (0.8 —1t)—03=0
a+bsinw (1.0 — ) = 0.5 a+bsinw (1.0 —%) —0.5~0
a+bsinw (1.2 —ty) = 0.9 \ v a+bsinw(1.2—1)—-09~=0 [
a+bsinw (1.5 —t)) =14 [’ a+bsinw (1.5 —1%)—-14~0
a+bsinw (1.8 —ty) = 1.1 a+bsinw (1.8 —1)—1.1~=0
a+bsinw (2.0 —ty) = 0.5 a+bsinw(2.0—1t)—05=0
a+bsinw (2.4 —ty) 0.3 ) a+bsinw(2.4—1t)—-03~0 )

Om w och ty vore kinda, skulle den vinstra formen ovan passa bist. Pa-
rametrarna a och b forekommer linjart och minstakvadratmetoden skulle
kunna tillimpas direkt pa det linjara dverbestdmda systemet Ac =~ y, dar
A har ettor i forsta kolumnen och virdena sinw (¢; — t9) i andra kolumnen.
Vektorn ¢ har komponenterna ¢y =a och ¢y =b.

Fran kapitel 2 vet vi att minstakvadratlosningen i MATLAB erhalls med

c=A\b, och att den har egenskapen att minimera felkvadratsumman r’r =

Ivll2 = iy — Ac|2.

Men w och ty ar okénda i vart exempel, si systemet kan inte skrivas pa
den trevliga matrisformen. Vi véiljer det hogra skrivsittet ovan, dér y-virdena
flyttats over till vinster sida. Det 6verbestdmda ickelinjira systemet stér nu
péa formen f(c) = 0, och vektorn ¢ har komponenterna a, b, w, ty precis som
i den interpolerande sinuskurvan i avsnitt 6.9.2.

Det gar inte att astadkomma en sinuskurva som interpolerar genom alla
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atta punkterna, utan vi far néja oss med att bestdmma parametrarna sa att
avvikelsen mellan méatvirdena och modellkurvan blir sa liten som mdjligt
i en vil vald norm. Den norm som ldmpar sig bést ar liksom vid linjar
modellanpassning den euklidiska normen.
Onskemaélet #ir att minimera ||y —F||z dér vektorn F betyder modellkurvans
virden i de atta t;-viardena for en viss parameteruppsittning a, b, w, tp.
Men F —y &r detsamma som vinsterledet f i det 6verbestimda systemet
f(c) =~ 0. Vi vill alltsa hitta en algoritm att bestimma parametrarna si att
|f]l2 minimeras (annorlunda uttryckt: felkvadratsumman f?f minimeras).

Nér det ickelinjara systemet har lika manga ekvationer som obekanta —
sasom i exemplet med den interpolerande sinuskurvan — utnyttjas Newtons
metod for att 16sa systemet. Da far vi en 16sning som i teorin uppfyller
If]l2 = 0. I praktiken avbryts iterationerna nér parametrarna bestamts med
viss onskad noggrannhet, vilket innebér att ||f||e inte blir exakt noll — men
i princip hur ndra som helst med datorprecision.

Vid modellanpassningsproblem déar antalet ekvationer Overstiger anta-
let obekanta gar det ddremot inte att finna en l6sning som satisfierar alla
ekvationerna. Darfor kan vi inte, hur gérna vi &n vill, astadkomma att av-
vikelsenormen blir noll. Med en daligt vald modellfunktion blir avvikelserna
avsevirda, trots minimering av ||y — F||2.

6.10.2 Gauss-Newtons metod

Den mest anvinda metoden for 16sning av 6verbestdmda ickelinjéra system
dr Gauss-Newtons metod som kan beskrivas som en ldtt modifiering av
Newtons metod i kombination med minstakvadratmetoden. Algoritmen bor-
jar precis som Newtons metod med att man berdknar uttrycken for jacobian-
matrisens element. Eftersom systemet i vart exempel har &tta ekvationer
blir J en 8 x 4 matris med partiella derivator enligt uttrycken i exemplet i
6.9.2: 0f;/0a =1, O0f;/0b = sinw (t; —to), Ofi/0w = b(t; — to) cosw (t; — to),
Ofi/ 0ty = —bwcosw (t; — to).

Berakna forst vektorn f och matrisen J med insatta startgissningar pa pa-
rametrarna.

Nista steg i Newtons metod ar att 16sa systemet J dc = —f. Det blir nu
fraga om ett Gverbestdmt linjart ekvationssystem, dér likhetstecknet méaste
ersittas av approximativ likhet, alltsd Jdc ~ —f, och minstakvadratme-
toden tillampas for bestdmma korrektionsvektorn dc. I MATLAB gors det
med dc=-J\f, men vid handrékning hade man fatt 16sa normalekvationerna
JTJ6c = -JTf.
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Uppdatera ¢ och upprepa forfarandet som alltid vid en iterativ process.
Nér ska man avbryta? Ja, dnskemalet dr ju att finna den 16sning som minime-
rar ||f|l2 (eller identiskt: finna den l6sning som minimerar felkvadratsumman
€13 = £7%).

Ickelinjar modellanpassning &r alltsa i grunden ett minimeringsproblem.
Dérfor bor vi i 16sningsalgoritmen skriva ut och studera vérdet av norm(f)
(eller felkvadratsumman f’*f) i varje iteration. Ett enkelt forfarande ar att
iterera till exempel fem génger i den forsta exekveringen, kolla om normen
stabiliserats vid sitt minimum, annars kéra om programmet med nagra extra
iterationssteg.

Det &r viktigt att hitta goda startgissningar till de okéinda parametrarna.
I vart exempel véljer vi samma startviarden som i sinuskurvexemplet tidigare
(eftersom fyra av de atta matpunkterna hér dr samma som dér). Med déliga
startgissningar pa parametrarna riskerar man forstas divergens.

% 0linj8sin, ickelinjidr modellanpassning
n=8,
t=[0.5 0.8 1 1.2 5 8 2 2.4]17;
y=[0.3 0.3 0.5 0.9 4 1 0.5 0.3]°;
subplot(1,2,1), stem(t,y), axis([0 3 0 1.6])
a=0.7; b=0.7; w=pi; t0=1.2;
c=[a b w t0]’;

1.5 1.
1.4 1.

disp(’ norm(f) ’)
for iter=1:5 % prova om fem iterationer récker
u=w* (t-t0) ;
f=atb*sin(u) - y;
disp(norm(£)) % kolla att norm(f) avtar mot ett minimum

J=[ones(n,1) sin(u) b*(t-t0).*cos(u) -w*b*cos(u)l;
dc=-J\f; c=c+dc;
a=c(1); b=c(2); w=c(3); t0=c(4);

end

c, iter

tt=(0:0.05:3)’; Ft=a+tb*sin(w*(tt-t0));

subplot(1,2,2), plot(t,y,’o’,tt,Ft), axis([0 3 0 1.6])

Den bist anpassande sinuskurvan till de atta punkterna &r inritad i figuren.
Parametrar: a = 0.7761, b = 0.5850, w = 3.9225, ¢y = 1.1092. Successiva
viarden pa fnorm: 0.8034, 0.3688, 0.2117, 0.1928, 0.1928.

6.10.3 Exempel: Ellipsanpassning till givna punkter

Vi har ett antal punkter givna approximativt kring periferin p& en ellips
som har axlarna parallella med x- och y-axeln. Problemet ar att hitta den
ellips som anpassar sig bést till de sju punkterna i vénstra figuren. Ellipsens
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Sju givna punkter Bast anpassande ellips

o

10

5 10 15 5 10 15

ekvation lyder (z — z.)%/a? + (y —yc)?/b* = 1, dér z., y. dr mittpunkts-
koordinaterna, ¢ och b ar ellipsens halvaxlar. Det &r alltsa fyra okénda para-
metrar att bestimma, p=[xc yc a b]l. Det blir ett ickelinjért 6verbestdmt
ekvationssystem som ska ha standardformen f(p) = 0 for att vi ska kunna
tillimpa Gauss-Newtons metod pa det.

Genom flyttning av hégerledets etta till vinsterledet erhalls 6nskad form.
Vi behover startgissningar till parametrarna, men alla har enkel geometrisk
innebdrd sa det dr inte svart att hitta goda startvirden genom en blick pa
véinstra figuren.

% ellipsmod, ellipsanpassning

x=[17 10 17 5 12 14]1’; y=[6 4 12 7 11 3 4]’;

xc=10; yc=8; a=8; b=3; p=[xc yc a b]’;

for iter=1:5
xd=x-xc; yd=y-yc;
f=xd.~2/a"~2+yd.~2/b"2-1;
disp (norm(f)) % skriv ut norm(f)
J=-2%[xd/a~2 yd/b~2 xd.~2/a~3 yd."2/b"3]; % jacobianmatris
dp=-J\f; p=p+dp;
xc=p(1); yc=p(2); a=p(3); b=p(4);

end, p

v=0:2%pi/60:2*pi;

plot(x,y,’0’, xctaxcos(v),yctb*sin(v)), axis equal

Parametrarna blir ,=9.1879, y.=7.5159, a=28.2298, b=4.3817.

If||l2 avtar enligt: 2.5619, 0.8640, 0.4087, 0.3848, 0.3848.

Fem iterationer ar tillréckligt. Den béast anpassande ellipsen till de sju punk-
terna &ar inritad i hogra figuren.

Ex 4.22—-4.26 i ezempelsamlingen dr lampliga 6vningar.
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7 MAXIMERING OCH MINIMERING

7.1 Maximering/minimering av unimodala funktioner

En funktion F'(z) &r unimodal i ett intervall, om
den har en enda extrempunkt i intervallet. Funk-
tionen behover inte vara deriverbar — inte ens =
kontinuerlig. Vid s6kning efter en maximipunkt -
géller det att ha ett startintervall ¢ < z < b dér
funktionskurvan har exakt en topp nagonstans i
det inre.

10

Vid minimeringsproblem for en unimodal funktion ska startintervallet
vara si snavt tilltaget att bara ett mimimum (z*, F(z*)) finns dar, dvs
funktionen ska vara avtagande for o < z < z* och vixande for z* < x < b.

Algoritmen for 16sning av den hér typen av optimeringsproblem far inte
innehalla derivator, eftersom funktionen inte sikert ar deriverbar.

7.1.1 Gyllenesnittetsokning

Anta att vi soker ett maximum mellan a och b. 0 b

Det &r lockande att som i intervallhalvering borja med att berdkna funk-
tionsvéirdet mitt emellan. Men sedan vet vi fortfarande inte alls pa vilken
sida maximum finns. Man maste berékna tvd funktionsvirden i mitten for
att bestimma ritt halva (andra halvan forkastas alltsd), sedan tva funk-
tionsvirden mitt i denna halva etc. Kan man inte komma ifran dessa dubbla
funktionsberdkningar?

Jo, med gyllenesnittetsdokning!

Man glesar ut de bada utnyttjade z-virdena i p T % A

mitten symmetriskt kring intervallets mittpunkt just sa mycket att det ena
kan ateranvdndas som inre punkt i det nya sokintervallet. Proportionerna

ska d& vara
b— T b— xT9

b—a b—u1

Infor beteckningen r, for forhallandet (b—x1)/(b—a); da géller av symmetri-
skil att (zo—a)/(b—a) = ry, vilket i sin tur medfor att (b—z2)/(b—a) = 1—r,.
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Gyllenesnittet-minimering

Vinsterledet i sambandet ovan &r alltsa ry, medan hogerledet (b—x2)/(b—11)
kan uttryckas som (1 —ry)/r,. Det ger:

- _1—rg
g =

=0.6180...

2 _ _
= rytrg—1=0 = rg=

V-1
Tg 2
Denna proportion har av konstnérer i alla epoker utndmnts till den skonaste,
dérav namnet gyllene snittet, men dessutom ar den alltsé effektivast.

Metoden fungerar lika bra for minimering som fér maximering av unimodala
funktioner. Algoritmen for minimering med gyllenesnittetsokning lyder:

e Bildar, = (vV5—1)/2 och g, =1—r,
e Utgd fran ett intervall a <z <b dir F(x) &r unimodal
e Bilda T, = a+qg (b — a), F1 = F(:I?l), To — a+7”g (b — a), F2 = F(J?Q)
e (*) Om Fy < F; utfors foljande:
b=, v2 =31, Fy = F1, 21 = a+qy(b—a), Fi1 = F(z1)
annars utfors:
a=2x1, T1 = T2, F1 = FZ, Tro = a—l—rg (b - a), F2 = F(IEZ)
e Upprepa fran (*) tills intervallet [a, b] ligger inom tillaten felgréns.

Vid maximering blir enda dndringen att villkoret F; < Fb byts mot F} > F5.
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7.1.2 Fibonaccis6kning

Gyllenesnittetsokning forutsétter att den unimodala funktionen kan berdk-
nas for alla x i startintervallet ¢« <z <b. Ibland ar emellertid F' kidnd bara
i vissa punkter, och s6kpunkterna maste halla sej till detta punktgitter. Vi
betraktar fallet att funktionen &r definierad for heltalen n = 0, 1, 2,...,
och att F(n) dr unimodal med ett maximum i intervallet 0 < n < N.
Enklast dr att ligga upp F som en vektor och i MATLAB skriva satsen
[Fmax,index]=max(F).

For mer komplicerade funktionsuttryck F'(n) behovs en effektiv algoritm
som inte kréver att alla vektorelement beridknas. Liksom i gyllenesnittetsok-
ning forkastar man i varje iterationssteg det intervall ddr maximum inte kan
finnas — antingen ska a flyttas at hoger eller b at vénster.

_Liyo Liyy Liyy

i Ll L
Nu maste sokintervallingderna vara heltal, L1, Lo, | a nl”%,; “b
Ls, ..., dir vi later Ly = 1 vara det minsta (sist utnyttjade) intervallet,

som ju maste ga mellan tva pa varandra féljande heltal just ddar maximum

finns. Av den lilla figuren ovan (som visar ett iterationssteg) framgér att

Lito = L; + Ljy1, den kiinda rekursionsformeln for fibonaccitalen
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

Man boérjar med ett intervall vars langd dr ett stort fibonaccital, t ex 144,
placerar ny vid 89 och ny vid 55. Undersok vilket som &r storst av F(ng)
och F(ng), forkasta intervallet mellan 0 och 55 om F'(89) ar storst. Kvar
finns intervallet mellan 55 och 144 med ként funktionsvirde vid 89. Avstan-
det mellan 55 och 89 ar fibonaccitalet 34; det avstandet ska ocksé finnas
symmetriskt fran andra hallet: 144 — 34 = 110 som blir nytt ne.

Fortsétt att reducera intervallet med hjélp av successiva mindre fibonacci-
tal som sokintervallangder. Se utskriften efter f6ljande MATLAB-program som
med fibonaccisdkning finner maximum av en funktion som &r unimodal for
n-viarden mellan 0 och 144.

a=0; b=144; n2=89; F2=Ff(n2); nl=a+b-n2; F1=Ff(nl);
disp(’ a nl n2 b ’), disp([a nl n2 b])
while b-a>1
if F1>F2, b=n2; n2=nl1; F2=F1; nl=a+b-n2; F1=Ff(nl);
else a=nl; nl=n2; F1=F2; n2=a+b-nl; F2=Ff(n2);
end
disp([a nl n2 ©bl)
end
maxF=[F1 F2]
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Utskriften blir i detta fall:

a nl n2 b
0 55 89 144
55 89 110 144

89 110 123 144
89 102 110 123
89 97 102 110
97 102 105 110
97 100 102 105
100 102 103 105
100 101 102 103
101 102 102 103
102 102 103 103
maxF = 4.6630 4.6629

Maximum ar instdngt mellan ny = 102 och ne = 103. De tva kandidaterna
till maximumvirdet visas i maxF.
(Funktionen i demonstrationsexemplet ovan &r F(n) = eV™/10 — cos (n/30+19).)

Nér gyllenesnittetsokning och fibonaccis6kning béda kan anvindas dr de
likviirda. Det giller namligen att L;/L; 1 ~ (v/5 — 1)/2, med allt bittre
overensstammelse for 6kande i-véirden, till exempel dr 34/55 = 0.6182 och
55/89 = 0.6180.

7.2 Maximering av funktioner i flera variabler
7.2.1 Maximering med anvindning av Newtons metod

Ofta kan man finna maximipunkter till en funktion genom att derivera
den och sitta derivatorna lika med noll. For en funktion av flera variab-
ler, Q(z1,z2,..., T,), leder det till det ickelinjira ekvationssystemet

grad @ = 0.

For att 16sa det finns Newtons snabbt konvergerande iterationsmetod som
dock kriver goda startvirden till de sokta koordinaterna.

Exempel: Finn maximum till Q(z,y) = (z + siny)e~* ¥’

Bestdm gradienten, dvs derivera med avseende pa z och pé y:
0Q/0x = (1 — 2z(x + siny))e™* ¥ 272 + 2zsiny — 1 =0
0Q /0y = (cosy — 2y(x + siny))e_‘”2_y2 22y + 2y siny —cosy =0

vilket dr ett ickelinjért system av typen f(x) = 0. Vid 16sning med Newtons
metod behdvs jacobianmatrisen J som i detta fallet blir

J— 4z 4+ 2siny 2z cosy
- 2y 2z + 3siny + 2y cosy
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Figuren visar rymdytan Q(z,y) for —1<x<1.2 och —1<y<1, och vi ser
att maximipunkten finns i trakten av =0.5, y=0.5.

Ett MATLAB-program for maximeringsproblemet foljer hir. Det ickelinjira
ekvationssystemet grad ¢ = 0 16ses med Newtons metod. Som startvirden
viljs £ = 0.4 och y = 0 (medvetet halvbra val). I varje iterationssteg skrivs
virdet Q(z,y) ut. Om det 6kar successivt har vi kontroll pa att algoritmen
verkligen leder till 6nskat maximum.

% Maximum till Q(x,y) = (x+sin(y))*exp(-x~2-y~2) med
% Newtons metod p& grad Q = 0
x=0.4, y=0
Q=(x+sin(y) ) *exp(-x~2-y~2)
p=[x y1’; dpnorm=1; iter=0;
while dpnorm>le-5
s=x+sin(y) ;

f=[1-2%x*s % f=grad(Q) utom exp-delen
cos (y)-2*y*s] ;
J=[-4*x-2*sin(y) -2*x*cos(y) % jacobianen till f

-2%y -2*x-3*xsin(y)-2*y*cos(y)];

dp=-J\f; p=p+dp;

dpnorm=norm(dp,inf), iter=iter+l;

x=p(1); y=p(2);

Q=(x+sin(y)) *exp(-x~2-y~2) % skriv ut Q i varje iteration
end
xy_maxkoord=p’,
Qmax=Q, iter

Efter sex iterationer erhalls koordinatvirdena x = 0.5181 och y = 0.4634.
Maximumvardet ar Qqz = 0.5953.
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Ex 4.27, 4.28 och Ex 3.14 i exempelsamlingen dr
ovningar pa optimeringsproblem.

7.2.2 Maximering utan berikning av jacobianmatris

I vart exempel var det ett 6verkomligt problem att berdkna jacobianmatrisen
till det ickelinjara ekvationssystemets vinsterled. I manga maximerings- och
minimeringsproblem blir det s& jobbigt att man hellre vill utnyttja en algo-
ritm utan jacobianberdkning.

Sokning efter ett maximum kan da ga till pa foljande sétt. Man gissar en
startpunkt xg och viljer en sokriktning, vanligen genom att berdkna gradien-
ten, eftersom gradientvektorn anger den riktning i vilken ) vixer snabbast.

Nér riktningen dr fixerad gor man endimensionell gyllenesnittetsékning
fran xp ldngs denna sokriktning och far fram en punkt x; som ger storsta
@-vérde just i den riktningen. Berékna gradienten i punkten x; som ger ny
sOkriktning. Gyllenesnittetmaximera igen, osv.

Om det giller minimering ska sokriktningen i stéllet viljas som negati-
va gradienten. Metoden kallas sedan gammalt steepestdescentmetoden.
Den och andra minimeringsmetoder behandlas i Nadas fortsdttningskurser
Tillaimpade numeriska metoder 1 (4p) och Tillimpade numeriska metoder 2
(6p) men ockséa i matematikinstitutionens kurser i optimeringslara.
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8 DIFFERENTIALEKVATIONER

8.1 Allmant om ODE

Vi ska studera numerisk behandling av ordinéra differentialekvationer , ODE;,
alltsé ekvationer som innehaller derivator av den okénda funktionen y(¢).
Ett begynnelsevirdesproblem for en férsta ordningens differentialekvation
definieras av

dy/dt = f(t,y), y(a)=yo. Sokt: y(t) for t > a

Startpunkten (a, yo) ar given, och f &r ett kint funktionsuttryck i ¢ och y.
Alla numeriska metoder som vi ska betrakta ar sa kallade stegmetoder.

Man stegar sig fram i ¢-led med ett visst litet steg h, och for dessa ¢;-vérden,

to, t1, to,..., med t;11 = t;+h, berdknas en approximation y; till y(¢;).

8.2 Eulers metod och Runge-Kuttas metod RK4

Forst ut &r Eulers metod som for en forsta ordningens differentialekvation
y' = f(t,y) har den enkla formen:

Yit1 = Yi + hf(ti,yi)

dér y;41 &r en approximation till 16sningen da variabeln ¢ flyttats steget h,
alltsa vid ¢;41 = t; + h. Harledning kan goras genom taylorutveckling:

y(ti +h) =y(t;) + hy/ () + K" ()2 + - =

y(ti) + hf (tiy(t) + W2y (4:) /2 + -+ = yi + hf (ti ) + B2 () /24 - .
Genom att avbryta fore h?-termen far man Eulers metod. Ett annat sitt att
né fram till denna enkla metod &r via approximation av derivatan med en
framétdifferenskvot, y'(¢;) = f(t;,vi) = (y(t; + h) — y(t;))/h.

Ommoblering av termerna ger Eulers metod som kallas for en enstegsme-
tod, eftersom vérdet vid ¢;4; bara utnyttjar information fran ndrmast fore-
gdende t-virde. Geometriskt sett berdknar man lutningen i punkten (#;,y;)
och later den vara konstant ett steg h framat.

Lat oss ta ett litet exempel, differentialekvationen ¢’ = sin(ty) med
begynnelsevirdet y(0) = 6. Problemet &r att berdkna losningskurvan y(t)
i intervallet 0 < ¢ < 2. Intressant &r ocksa att titta pa resultatet vid slut-
punkten ¢ = 2 och studera hur tillférlitligheten beror av metodvalet och
steglingden. Vilket steg som &r lagom kan vara svart att veta i forvig. Vi
provar h = 0.2, vilket innebér tio steg fram till £, = 2.
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% Eulers metod pd y’=sin(ty), y(0)=6
tslut=2;
t=0; y=6; T=t; Y=y;
h=0.2; n=tslut/h;
for i=1:n
f=sin(t*y); y=y+h*f; t=t+h; T=[T; t]; Y=[Y; yl;
end, y
plot(T,Y, T,Y,’0’)

6.4

Eulers metod pa dy/dt=sin(ty), y(0)=6

6.31

6.2

6.1-

59r

5-80 O.‘Z O.‘4 O.‘6 O.‘8 2‘[ 112 114 116 118 2
De tio berdknade virdena ar markerade med en ring och didremellan &r den
kantiga kurvan heldragen.

Eulers metod &r ett verktyg som yxar till resultatet ganska grovt. For
att fa& vetskap om hur grovt (eller hur tillférlitligt) det blivit, &r det sékrast
att gora om hela berdkningen med samma enkla metod men med halverad
steglingd nagra ganger. Med h = 0.1 dr kurvan streckad, med h = 0.05
streckprickad och med h = 0.025 prickad. Resultatet vid ¢4, = 2 blir med
de successivt halverade steglangderna: 5.9379, 5.9007, 5.8823, 5.8731.

Héarledningen av Eulers metod via tva termer i taylorutvecklingen ger
ett trunkeringsfel som #r proportionellt mot h?. Det kallas for lokalt fel. T
varje steg uppkommer ett nytt lokalt fel. Det innebér att i yg,-virdet har
det accumulerats n = tg,;/h stycken lokala fel, vilket leder till att det sa
kallade globala felet i Eulers metod blir proportionelt mot A.

Man séger att Fulers metod har forsta ordningens noggrannhet och den
(globala) felutvecklingen #r av typen cih + coh? +--- .

Richardsonextrapolation kan anvéndas for att ge battre noggrannhet. Det
sista virdet ovan, 5.8731, bor vi kunna forbattra genom att till virdet addera
korrektionstermen A/(2P — 1) = 28B31=08823 — (0092 (p har véirdet
ett eftersom detta dr forsta h-potensen i felutvecklingen). Alltsa, en béttre
approximation till y(2) &r det extrapolerade véirdet 5.8731—0.0092 = 5.8639.
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Runge-Kutta—metoder gor flera funktionsberdkningar i varje steg och far
dérigenom hogre noggrannhet. Den enklaste av dem dr RK2, en andra ord-
ningens rungekuttametod som &ven bendmns Heuns metod.

I RK2-algoritmen utnyttjas dels lutningen i punkten (¢;,y;) — precis som
i Euler — dels ett approximativt lutningsvirde i nésta punkt, alltsa vid
tiv1 = ti+h. Medelvirdet av de bada lutningarna leder till féljande be-
réakningsformel:

1= f(ti, vi)

h .
i1 =4+ §(f1 T f), dar { fa = f(ti+h, yi+hfi)

Felet i y(tsy¢) #r proportionellt mot steget i kvadrat, alltsa O(h?), i stillet
for O(h) som giller for Eulers metod.

RK2 och Eulers metod &r bada teoretiskt intressanta — de visar grund-
stenarna for numerisk 16sning av differentialekvationer, men de har inte sa
stor praktisk anvindning. I verkliga tillimpningar viljer man hellre en hogre
ordningens metod sasom RK4, vars algoritm bara dr aningen mer omfattande
men som ar betydligt noggrannare.

Mest kiand ar darfor RK4, en fjarde ordningens rungekuttametod, som
hérleddes omkring ar 1900 av de tyska matematikerna Carl Runge och Wil-
helm Kutta — oberoende av varandra sdgs det. Liksom Eulers metod och
RK2 dr RK4 en enstegsmetod. Den anvidnder den sig av ett viktat medel-
virde av fyra lutningsberdkningar — forutom i &ndpunkterna ¢; och ¢; + h
dven i mitten vid t;+h/2 — allt enligt formeln:

fr = f(tis vi)
o h , fo= f(ti+h/2, yi+hfi]2)
Yirl = Yi + 6(fl +2fy +2f3+ f4), dar fs = (bt h/2 yithfo/2)
fa= f(ti+h, yi+hfz)

Sasom namnet RK4 antyder géller att det globala felet ar proportionellt mot
steget h hojt till fyra. Runge och Kutta pavisade att metodens felutveckling
kan skrivas ¢;h* + coh® + . ..

Vi provar RK4 med steget h = 0.2 pa vart differentialekvationsproblem
y' = sin (ty) med begynnelsevirdet y(0) = 6. Det dr lampligt att skriva en
MATLAB-funktion for differentialekvationens hégerled:

function f=fsin(t,y)
f=sin(t*y);

Programmet som berdknar och ritar 16sningen med RK4 blir:
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% RK4 pa y’=sin(ty)

tslut=2; t=0; y=6; T=t; Y=y;

h=0.2;

while t<tslut-h/2
fi=fsin(t, y);
£2=fsin(t+h/2, y+h*£1/2);
£3=fsin(t+h/2, y+h*f2/2);
f4=fsin(t+h, y+h*f3);
y=y+h/6* (£1+2x£2+2x£3+£4) ; t=t+h; T=[T; t]; Y=[Y¥; yl;

end, y

plot(T,Y, T,Y,’0’)

Resultatet vid ¢ =2 med Runge-Kuttas metod och A =0.2 blir 5.8635. Om
vi exekverar programmet igen med &ndring av steget till A=0.1 erhalls slut-
vardet 5.8639. Virdena avviker endast 0.0004; en extrapolation hér innebér
att korrektionstermen 0.0004/(2% — 1) ska adderas till viirdet 5.8639. Det pa-
verkar inte sista decimalen, vilket innebéar att y(2) = 5.8639 med fem siffrors
noggrannhet. Kurvan med A=0.1 dr streckad i vinstra figuren.

6.4 T T T T T T T T T 6.4

T T T T T T
RK4 p& dy/dt=sin(ty), y(0)=6 ode23 och ode45 pa dy/dt=sin(ty)

63f
6.2f

6.1

59f

58 L L L L L L L L L 58 L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 [ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Nu har vi betraktat nagra metoder dar konstant steglingd utnyttjats i he-
la intervallet. I MATLAB finns flera differentialekvationslosare, bland annat
ode23 och ode45 som &r varianter av rungekuttametoder men forsedda med
automatisk steglangdsreglering. I standardanropet géller en relativ noggrann-
het pa 1072, men man kan via en odeset-sats sitta en annan tolerans. Mer
information ges av help ode23, help ode45 och help odeset.

tslut=2; y0=6;

[T,Y]=0de23(@fsin, [0 tslut],y0); ys=Y(end), plot(T,Y), hold on

[T,Y]=o0de45(@fsin, [0 tslut],y0); ys=Y(end), plot(T,Y,’--)

tol=odeset (’RelTol’,1e-8);
[T,Y]=o0de45(@fsin, [0 tslut],y0,tol); ys=Y(end), plot(T,Y,’c:’),
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5.8640 (13 Y-varden beriknas)
5.8639 (41 Y-varden beriknas)
5.8639379 (69 Y-vidrden beriknas)

% Med ode23: ys
% oded5: ys
% ode4b5 med reltol le-8: ys

8.3 Raivar och kaniner — ett differentialekvationssystem

Foljande system av differentialekvationer ar en modell for vixelspelet mellan
rivar och kaniner i naturen:!

dk/dt =2k —0.01kr
{ dr/dt =—r+0.01kr
Hér betecknar ¢ tiden, k=k(t) antalet kaniner och r=r(t) antalet révar.
Lat det finnas 300 kaniner och 150 révar vid berékningens borjan. Undersok
hur bestdndet av kaniner och révar &ndras med tiden.

Eulers metod, RK2, RK4, ode23, ode45 kan allesammans anvindas pa
system av forsta ordningens differentialekvationer. Det géller bara att forst
skriva ode-systemet i vektorform.

Infor en vektor y med komponenterna y; = k och o = . Nu kan systemet
av kaniner och révar skrivas y’ = f(¢, y) dér vektorn f har komponenterna
J1 =2y1 — 0.0ly1y2 och f2 = —y2 + 0.01y1y2.

Differentialekvationen ar autonom (sjélvstyrande), det betyder att tiden
inte finns explicit i hogerledet. Ett autonomt differentialekvationssystem kan
alltsd skrivas y’' = f(y). Var MaTLAB-funktion kan d& bli s& hér:

function f=fkr(y)
f=[2%y(1)-0.01xy(1)*xy(2) -y(2)+0.01xy(1)*y(2)];

I en egen RK4-16sning kan vi utnyttja funktionen skriven si (se programko-
den lingre fram). En 16sning med MATLABS ode45 kréver tvi parametrar i
funktionen; ¢-parametern maste finnas med. Ytterligare ett krav ar att £ ska
vara kolumnvektor. Dérfor skriver vi en sadan funktion:

function f=fdjur(t,y)
f=[2%y(1)-0.01xy (1) *y(2) -y(2)+0.01xy(1)*y(2)]1’;

Vi demonstrerar 16sning bade med Runge-Kuttas metod och ode45 (tids-
steget h = 0.1 i RK4 ar lagom visar testkorningar). Vi underséker om nio
tidsenheter &r tillrackligt for att se vixelspelet mellan kaniner och révar.

'Hamtat ur Kahaner, Moler, Nash: Num.Meth. and Software, uppgift P8-5

99



Kaniner och ravar som funk.av tiden

500
@
300 2 300
200 g
Z 200
100
100
0
0 5 10 0 200 400

Antal kaniner

% Egen rungekutta RK4
t=0; y=[300 150]; T=t; Y=y; tslut=9; h=0.1; n=90;
for i=1:n
f1=fkr(y); f2=fkr(y+h*f1/2); £3=fkr(y+h*£2/2); f4=fkr(y+h*£3);
y=y+h/6% (f1+2x£2+2%£3+£4) ; t=t+h; T=[T; tl; Y=[Y; y];
end

=

Alternativet med ode4b

[T,Y]=ode4b5(@fdjur, [0 9], [300 150]’);

kanin=Y(:,1); raev=Y(:,2);

subplot(2,2,1), plot(T,kanin, T,raev,’--’)
subplot(2,2,2), plot(300,150,’x’, kanin,raev), axis equal

Kaninantalet okar inte mycket Gver startvirdet 300 (maxvéirde 311) och minskar
sedan snabbt da révstammen vixer. Som minst finns 16 kaniner ungefir vid ¢t = 2,
sedan Okar de till 311 igen efter cirka fem tidsenheter. Antalet révar stiger fran
150 till ndra 470, men nér tillgangen pa kaniner borjar bli dalig minskar ravantalet
(minvérde 61) for att sedan 6ka igen. Véanstra figuren visar att det blir ett periodiskt
forlopp med en periodtid pa ungefir fem tidsenheter.

Hogra figuren visar det sa kallade fasplanet eller fasportréittet, som i
ett periodiskt fall utgdrs av en sluten kurva. Den kryssmérkta punkten har
koordinaterna (300, 150) dvs (k(0), (0)). Kurvan f6ljer punkterna med ko-
ordinater (k(t), r(t)) — men i vilken riktning i detta fall?

8.4 Hogre ordningens differentialekvationer

En andra ordningens differentialekvation u” = F(t,u,u") kan skrivas om till
ett system av tva forsta ordningens differentialekvationer genom substitutio-
nen y; =u, yo =u' som leder till systemet | =yo, vh = F(t,y1,y2).
P& vektorform blir det y' = f(t, y) déar £ = (y2, F(t,y1,92))-
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En n-te ordningens differentialekvation, u(™ = ftu,u,. .. ,u(”*l)), kan pa
motsvarande sétt alltid skrivas som ett system av n stycken forsta ordningens
differentialekvationer.

Som exempel tar vi foljande tredje ordningens differentialekvation:

o =sin (tu) + u"/1+ (u')2, w(0) =0, «'(0) =1, «"(0) =0.

Infor y; = u, y2 = o', y3 = u”. Derivering leder till:

Yi=Y2, Yo =y3, Y3 =sin(ty1) +ys\/1+ 3.

De tre vinsterleden bildar komponenterna i vektorn y’ och hogerleden bildar
vektorn f = (y2, y3, sin (ty1) + y31/1 + y3), som i MATLAB skrivs:

function f=fordn3(t,y)
f=[y(2) y(3) sin(t*y(1))+y(3)*sqrt(1+y(2)~2)]1’;

Startvektorn y(0) dr litt att ange, den dr uppbyggd av startvirdena for u, u’
och u"” och blir y(0) = (0, 1, 0). Vi véljer hir ode23 for att berdkna den
numeriska 16sningen for ¢-viarden mellan 0 och 2. Kurvan over u(t) ritas av
plot(T,Y(:,1)).

ystart=[0 1 0]’; [T,Y]=ode23(@fordn3, [0 2],ystart); plot(T,Y(:,1))

8.5 Pendel med stort utslag

En pendel med lidngden L slipps fran horisontalldge, alltsd med utslags-
vinkeln nittio grader rdknat fran lodlinjen. Pendeln utfér en plan didmpad
svangningsrorelse. Differentialekvationen som beskriver pendelrorelsen lyder:

d2<p

T2 +c C(lj—(’: ‘C(lj—(’: + % sinp =0 med startviirdena ¢(0) = 7/2, ¢'(0) = 0.

Det &r en autonom differentialekvation. Skriv om den genom substitutionen
Y=, yp2=¢, alltsd y| =ys, yh=—<Lsiny; —cys|ys|. Pa vektorform
blir det y' = f(y) dér £ = (yo, —£siny1 — cyaly2|).

Vi vill berdikna svingningsrorelsen for en pendel med L = 0.8 och ddmp-
ningskoefficienten ¢ = 0.1. Tyngdaccelerationen sétts till ¢ = 9.81. Hér vill vi
rita pendelldget varje tiondels sekund, det ar alltsd lampligast med en nume-
risk metod som utnyttjar konstant tidssteg. Vi viljer Runge-Kuttas metod
RK4 och skriver en funktion som definierar differentialekvationen:
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@och dg/dt Fasportratt
Pendeln 4 4

dg/dt

6 -2 0 2
Vinkeln @

function fp=fpend(y)
global L ¢
fp=[y(2) -9.81/L*sin(y(1))-cxy(2)*abs(y(2))];

Programmet stegar framat 0.1 sekund i taget i fem sekunder och ritar i varje
steg upp 6gonblicksbilden Gver pendeln i vénstra figuren (vid kérningen sud-
das pendeln och ritas om igen). Exekvera rkpendel sa kan du f6lja forloppet.

% rkpendel, RK4 p& en pendel
clear, clf
global L ¢
L=0.8; «c¢=0.1;
subplot(2,3,1), axis([-1 1 -1.5 0.5]), axis square, hold on
plot ([0 L1,[0 0], L,0,’0’), title(’Pendeln’), pause(0.1)
set (gcf, ’DoubleBuffer’,’on’)
tslut=5; dt=0.1;
t=0; y=[pi/2 01; Y=y; T=t;
xL=L; yL=0;
while t<tslut-dt/2
plot(0,0,’p?)
fi=fpend(y);
f2=fpend (y+dt*£1/2);
£3=fpend (y+dt*£2/2);
f4=fpend (y+dt*£3) ;
y=y+dt* (£1+2*x£2+2x£3+f4) /6; t=t+dt;
Y=[Y; yl; T=[T; t];
plot ([0 xL],[0 yL],’w’, xL,yL,’wo’) % ritar over med vitt
xL=L*sin(y(1)); yL=-L*cos(y(1));
plot ([0 xL1,[0 yL1, xL,yL,’ro’), pause(0.1) % ritar ny pendel
end, t, y
fi=Y(:,1); fiprim=Y(:,2);
subplot(2,3,2), plot(T,fi, T,fiprim,’r:’)
title(’\phi och d\phi/dt’), xlabel(’t’)
subplot(2,3,3), plot(fi,fiprim), title(’Fasportrétt’)
xlabel(’Vinkeln \phi’), ylabel(’d\phi/dt’)
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Fasplanets inatgaende spiral &r typisk for en dimpad svingningsrorelse. En
kontroll av tillforlitligheten i l16sningen ges av jamforelsen mellan vinkelvirde-
na efter fem sekunders svingning med dt=0.1 och med dt=0.05. Vinklarna
blir ¢ = —0.6412 respektive ¢ = —0.6408. tre decimaler verkar sikra.

Ezxempelsamlingens Ex 7.1-7.13 dr ldmpliga 6vningar pa
numerisk behandling av ODE.

8.6 Varnande exempel

Vi gér tillbaka till exemplet i avsnitt 8.2: dy/dt = sin (ty) med begynnelse-
virdet y(0) = 6. D& lostes problemet fram till t = 2 (se figurerna i avsnitt
8.2). Nu &r vi nyfikna pé 16sningens utseende vid storre ¢-varden. Lat oss
valja slutpunkten tg,; = 34.

Vi provar Eulers metod med intervallet delat i 170 steg, det innebér
att steglangden blir h = (tgu — t0)/170 = 34/170 = 0.2. Kurvan ritas ut
heldragen och i figuren avslojas att det fina sinusformade beteendet som
fanns fram till £ = 2 forsvinner ungefar vid ¢ = 5. Dérefter sjunker kurvan
men far en intressant topp ungefir vid ¢ = 7. Efter ¢ = 15 uppstar smé
hackigheter och en kulle.

Ja, sa ser alltsa 16sningen ut till differentialekvationen, och man vill gdrna
tro att det datorn ritar ut ar sant. Men som redan erfarna diffekvationslosare
vet vi att man alltid ska kontrollera resultatet, antingen med samma metod
och halverad steglingd eller med en annan tillforlitlig metod. Med Eulers
metod och stegldngden 0.1 blir kurvan ganska annorlunda.
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Det &r fortfarande sant att sinusbeteendet slutar vid ¢ = 5, men den fina
toppen i trakten av ¢ =7 har nu forsvunnit. Hackigheterna och kullen har
ocksa forsvunnit. Kurvan ar slidt och fin dnda fram till £=28 men hir borjar
en tendens till oscillationer.

En inzoomning av forloppet fram till ¢ =9 visas i vinstra figuren nedan.
Nu &r ocksa riktningsfiltet inritat, bestdende av riktningarna sin (ty) i varje
punkt (¢, y). Den sanna diffekvationslosningen ska surfa pa vigtoppen sa som
den undre kurvan gor. En liten stérning orsakar att man halkar av vigtoppen
och hamnar vid sidan av, vilket vi rakar ut for i 6vre kurvan som stegas fram
med lite for stort steg.
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I hogra bilden har det sicksackiga partiet mellan ¢-virdena 14.5 och 16 zoo-
mats in. Nu kan vi tydligt se att det steg som vi anvint &r ett jattekliv
jamfort med de snabba variationerna som riktningsfiltet visar upp.

Oscillationsfenomenet kallas instabilitet. Eulers metod ar for vissa differen-
tialekvationer en instabil metod om steglingden h &r for stor. Om vi i ex-
emplet véljer Eulers metod med betydligt mindre steglangd (eller 16ser med
ode45 som har automatisk steglangdsreglering) blir kurvan slidt dnda fram
till £sp0¢ = 34.

8.6.1 Explicita och implicita metoder, instabilitet

Man skiljer pa explicita och implicita metoder for numerisk 16sning av ODE.
Hittills har vi enbart sysslat med explicita metoder — Eulers metod, RK2
och RK4 — alla med egenskapen att virdet y;11 vid nésta steg finns explicit
i vinsterledet i berdkningsformeln.

Samtliga har tyvirr nackdelen att behdva orimligt liten steglingd i vissa
typer av differentialekvationer (s& kallade styva problem) for att inte insta-
bilitet med kraftigt 6kande oscillationer ska uppsta.

I sddana besvirliga ode-problem kan man i stillet utnyttja en implicit
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metod, till exempel bakdteulermetoden med formeln y; 1 = yi+h f(tiv1, Yiv1)
eller trapetsmetoden med formeln ;1 = y; + % (f(tiy i) + f(tiv1, yit1))-

Som synes finns det sokta virdet y; 1 dven i hogerledet och ekvationslos-
ning krévs for att rdkna fram det. Implicita metoder blir darfér krangligare
ur berdkningssynpunkt, men bade bakateulermetoden och trapetsmetoden
ger garanterat alltid stabilitet. Steglangden kan viljas lagom stor for att
uppfylla noggrannhetskraven. Bakateulermetoden har liksom Eulers metod
noggrannhetsordning ett, felet ar O(h). Trapetsmetoden paminner mycket
om RK2 och har noggrannhetsordningen tva, felet &r O(h?).

I fortsattningskurserna Tillampade numeriska metoder 1 och 2 (2D1220
TiLNUM1 och 2D1250 TILNUM2) och i Numerisk behandling av differential-
ekvationer 1 och 2 (2D1225, 2D1255) behandlas stabililitet /instabilitet, styva
differentialekvationer och implicita metoder mer ingaende.

Det bor dock framhéllas att manga differentialekvationer &r av s& snéll
natur att vi kan tillimpa véara vanliga explicita metoder utan att det blir
nagon risk for obehagliga oscillationer.

8.7 Randvirdesproblem

All numerisk behandling av differentialekvationer har hittills géllt begynnel-
sevirdesproblem, som for en andra ordningens ODE lyder

y' = fty.y), yla) =y, y'(a) =1,

dér f(t,y,y") ar ett ként uttryck och yo och v har kiinda numeriska véirden.
Sokt ar 16sningen y for ¢-virden fran a till ndgot slutvérde tgpy.

For att en andra ordningens differentialekvation ska fa entydig l6sning
behovs tva villkor, men de behéver inte bada ligga vid starten. Om de finns
i vardera dnden av ett intervall ¢ < ¢ < b blir problemet i stéllet ett rand-
vardesproblem:

y' = fty,y), yla) =y, y(b) = ysiu,

dér yp och gy, har givna numeriska virden. S6kt &ar 16sningen y for ¢-virden
mellan a och b. Randvillkoren kan &ven vara av typen kind startderivata
y'(a) = 7 och kint slutvirde y(b) = ygue (eller till och med en given kom-
bination y(b) + ay'(b) = f).

8.7.1 Inskjutningsmetoden

Inskjutningsmetoden for randvirdesproblem innebér kortfattat att man till-
falligt gor problemet till ett begynnelsevirdesproblem genom att man si bra
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som mojligt gissar startderivatan om den &ér okénd (alltsd gor ett provskott)
eller gissar yop-vardet om startderivatan ar given.

Sa 16ser man differentialekvationen med bésta ténkbara metod t ex RK4
eller ode45, ser vad man far for slutvirde vid ¢t = b; gissar nytt startvérde,
16ser differentialekvationen, ser pa slutvérdet etc.

Sekantmetoden anvinds for effektiv bestdmning av startderivatan (re-
spektive yo-virdet), sd att avvikelsen mellan det erhéllna slutvirdet och det
onskade slutvirdet ygp¢ ligger inom en i forvig bestdmd felgrins.

8.7.2 Finitadifferensmetoden, FDM

Finitadifferensmetoden innebédr ett helt annat angreppssitt for randvéirdes-
problemet och gar till pa foljande sétt:
Dela intervallet a <t <b i N delintervall med steget h = (b —a)/N.
Infoér beteckningen t; for de kinda ¢-virdena t; = a + i-h och y; for de n
okénda y-virdena y(¢;). Hur manga okinda finns det, vilket virde har n?
Svaret &r n = N —1 i ett randvirdesproblem med ként start- och slutvérde,
déremot géller n = N om det ena randvillkoret rakar innehalla ett derivata-
villkor (for d& &r ju y-virdet okédnt i den randpunkten).

Man approximerar differentialekvationens forsta- och andraderivata med
differenskvoterna (2) och (4):

r Ykl — Yim1 n o Yitl — 2y +yioa
Y ~ 2% ’ Y = h2 )
bada med ett trunkeringsfel O(h?).

Inséttning i uttrycket y!' = f(t;,vi,vy;) fori=1,2,...,n, ger en uppsitt-
ning av n differensekvationer som leder till ett ekvationssystem med tridia-
gonal bandmatris? for bestimning av de obekanta y;-virdena. Hur det gar
till ska askadliggoras i nagra exempel.

8.7.3 Linjirt randvirdesproblem med en parameter

Bestdm 16sningen y(x) till randvirdesproblemet
yll—i_a\/zy,: (G—y)IE, y(O) :]—7 y(4) :_17 0§$§47

for a-vardena —3,—-2,—1, 0, 1, 2.
(Vi later z vara oberoende variabel i stéllet for ¢, for det kénns naturligare
med rumsberoende &n tidsberoende i detta problem.)

2Finitadifferensmetoden kallades forr bandmatrismetoden.
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Dela intervallet 0 < z < 4 i N delintervall. Approximera derivatorna '(z;)
och y"(z;) med

 Yit1 —Yi1 n . Yirl = 2Yi T Yio1
2h ’ ' h? ’

och sétt in i differentialekvationsuttrycket v + a\/z;y; = (6 — y;); :

yi

Yir1 — 2y +yia Yit1 — _
i+ h2z oy ay/z; 2L 2L i+ =(6—y)z; fori=1,2,...n

Stegliangden d&r h = 4/N och antalet obekanta d&r n = N —1 eftersom

randvirdena ar bekanta. Vi multiplicerar med h? och sorterar om termerna
och far nu

h : h :
(1- aT\/x_Z)yz‘fl — (2= h2z)y + (1 + GT\/QU_Z

For ¢ =1 galler y;_1 = yo = y(0) = 1. Flytta forsta termen till hogersidan:

h h

)yit1 = 6hz;.

—(2 — h2(L‘1)y1 + (1 +

For ¢ = n galler y,+1 = y(4) = —1, Flytta denna term till hogersidan:

(1 - ha\2/$_n)yn71 - (2 - hZIEn)yn = 6h2$n - (1 + ha\/ﬂ)(_l)'

For ovriga i-varden, alltsd ¢ = 2, |3, ..., n—1, ingar tre obekanta, y;_1, s, Yi+1,
i véinsterledet. Allt kan stéllas samman i ett ekvationssystem for de obekanta

Y1, Y2, ---, Yo med en tridiagonal systemmatris:
—(2—h%z) 1+L /0 0 0 0
1-ha /35 —(2-h%zy) 1+4% /3 0 0
0 1-he /g —(2- h2m3) 0
0 0 0 %,/— —(2 b2 net) 144 /T,
0 0 0 1- %,/—n —(2—h%z,)
och hogerledet:
6h21'1 (
6h2$2
6h2$3
6h Tn—1
6h’z, — (1+4/z,) (-



Vid l6sning av det glesa systemet bor man utnyttja den tridiagonala struk-
turen och losa systemet med var egen tridia (se avsnitt 1.3) eller med
MATLABs sparse-finesser.

Lat oss prova en indelning av intervallet i 100 delintervall, alltsa N = 100,
h = 4/N = 0.04. Berékna och rita 16sningskurvorna f6r de sex a-virdena
fran —3 till 2. Man bor testa tillforlitligheten genom att rédkna om allt med
dubbla antalet delintervall och studera Gverensstdmmelsen i de erhallna re-
sultaten. (I algoritmen nedan noteras losningens min- och maxvérde, som
kan kontrolleras mot motsvarande virden nar N fordubblats till 200.)

% randvs, FDM pd y"+ay’sqrt(x)=(6-y)x; y(0)=1; y(4)=-1
% med tridia (eller spdiags)
clear, clf
yO0=1; yslut=-1;
N=100;
h=4/N; n=N-1; x=h*(1:n)’; X=[0;x;4];
dia=-(2-h~2*x) ;
disp(’ a ymin ymax ’)
for a=-3:2
sup=1+h*a/2*sqrt (x(1:n-1));
sub=1-h*a/2*sqrt (x(2:n));
b=6*¥h"~2%x;
b(1)=b(1)-(1-h*a/2*sqrt(x(1))) *y0;
b(n)=b(n) - (1+h*a/2*sqrt (x(n))) *yslut;
y=tridia(dia,sup,sub,b);
Y=[y0; y; yslutl;
subplot(2,3,a+4), plot(X,Y), title([’a=’ num2str(a)])
disp([a min(y) max(y)])
end

Programkoden behover éndras pa néagra stillen om glesmatrisfinesser ska
utnyttjas. Byt raderna for dia, sup, sub mot

A=sparse(n); % initierar kompaktlagring
for i=1:n, A(i,i)=-(2-h~2*x(i)); end J, diagonalelementen
for i=1:n-1

A(i,i+1)=1+h*a/2*sqrt(x(i)); % superdiagonalelementen
A(i+1,i)=1-h*a/2*sqrt(x(i+1)); % subdiagonalelementen
end

Ersétt tridia-anropet med y=A\b som loser det glesa systemet effektivt.

Nér matrisen har bandstruktur finns alternativet att bygga upp den med
spdiags. (Gor help spdiags for att forstd innebordena av parametrarna).
Vektorerna dia, sup, sub behalls och den kompaktlagrade matrisen erhalls
med: A=spdiags([[sub; 0] dia [0; sup]], -1:1,n,n);
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20 80 20
15 60 0
-20

10 40
-40

5 20
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0 0 80
-5 -20 -100

0 2 4 0 2 4 0 2 4

Hér dr randvirdesproblemets 16sningskurvor fér de onskade a-viardena. Skalorna
i y-led &r som synes mycket olika. Kurvan for a = —3 och @ = —2 har en djup
minimipunkt, medan den for ¢ mellan —1 och 1 har vint till ett maximum, sedan
viander den igen. (Kritiska virden for a &r i nirheten av —1.9 och 1.5.)

Titta ndrmare pa kurvan for fallet a = 0, f6r den &r av intresse som start-
approximation i foljande ickelinjdra problem. Vi noterar att kurvan har en max-
punkt och att maxvérdet ar ungefir 15.

Randvdrdesproblem dvas 1 Ex 7.14-7.16 ¢ exempelsamlingen.

8.7.4 Ickelinjiart randvirdesproblem med FDM

For en linjér differentialekvation som i ovanstdende exempel leder finita-
differensmetoden till ett linjart ekvationssystem. Nér vi har 16st systemet &r
ocksa hela randvirdesproblemet 16st.

Finitadifferensmetoden kan tillampas pa ickelinjdra randvérdesproblem
ocksd men nu uppkommer i stéllet ett ickelinjart ekvationssystem for be-
stamning av de okinda y;-véirdena.
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Lat oss préva FDM pé det ickelinjéra randviardesproblemet
Y +ey’=6-yz, y0) =1, y4)=-1, 0<z <4,

dér parametern ¢ har virdet 0.1.
Med samma intervallindelning som tidigare och med differensapproxima-
tionen (4) for y”(x;) erhéalls:

Yit1 — 2Yi + Yi—1

UYL |y = (6= iy

Vi multiplicerar med h? och samlar alla y;-termer i G (y;):
Yio1 + G(yi) + yir1 — 6h%z; = 0 dir G(y;) = —(2 — h?z;)y; + ch’y;.

Derivatan av G behdvs nedan, den dr G'(y;) = —(2 — h%z;) + 2ch?y;.

Pi grund av differentialekvationens 32-term som i FDM-hanteringen ham-
nat i uttrycket for G, bildar sambanden for de obekanta i, yo, ..., Yy, ett
ickelinjart ekvationssystem:

1+ G(y1) + y2 — 6R%z; =0
yi+  G(y2) +ys —6h%zy =0

Yn—2+ G(ynfl) + Yn — 6h2$n71 =0
Yn_1+ G(yn) — 1 — 6h2z, =0

Vi I6ser det ickelinjara systemet med Newtons metod (algoritm i avsnitt
6.9.1) och behover bilda jacobianen som blir en tridiagonal matris:

G'ly) 10 e 0
1 Gl(yg) 1 te 0
I=| S :
0 0 1 Guo1) 1
0 0 0 1 G'(yn)

Startvektorn y i Newtons metod maste vara en god gissning till 16sningsvek-
torn for att konvergens ska erhéllas.

Hur astadkommer vi en god startapproximation? Jo, 16sningen for fallet
¢ = 0 vet vi redan, den erholls i férra exemplet med parametern ¢ = 0. Den
ger forresten ocksa en upplysning om det ickelinjéra bidragets storlek i den
aktuella differentialekvationen:
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¢=0.025
¢=0.05

301 N
c=0.1
20 b

101 - ~ b

-10}+ i

-20F i

Eftersom ¢mae =~ 15 kan den ickelinjira termen cy? uppskattas till 0.1-15% ~
20, inte sa litet!

Algoritmen borjar med att det linjara problemet for ¢ = 0 16ses, s& att vi
har tillgang till en startapproximation for fallet med c skilt fran noll. Dessvér-
re visar ett korningsforsdk att den streckade startgissningen inte alls duger
for att finna 16sningen till problemet da ¢=0.1; det blir ingen konvergens!

Men om vi gor experimentet med ett ¢ som &r fjirdedelen si stort, dvs
c = 0.025 i stéllet for 0.1, sa visar det sig att Newtons metod med var start-
gissning konvergerar. Alltid nagot, anvind da l6sningen for ¢ = 0.025 som
startapproximation for att komma vidare till 16sningen av randvirdesproble-
met for ett nagot storre c-varde.

Hér maste man ofta arbeta interaktivt, alltsd med experiment avgdra hur
stor 6kning av ¢ som tillats utan att metoden sparar ur. I vart exempel visar
det sig bli tre etapper (c-virdena 0.025, 0.05, 0.1) for att na fram till den
slutliga 16sningskurvan f6r ¢ = 0.1 (heldragen i figuren).

=

randolinj, FDM pd y"+cxy~2=(6-y)x; y(0)=1; y(4)=-1, fallet c=0.1
clear, clf

y0=1; yslut=-1;

plot ([0 4]1,[0 0]), hold on

N=100; h=4/N; n=N-1;

x=h*(1:n)’;
% Lés det linjédra problemet (c=0)
% Tridiagonalt system, 16s med sparsematrishantering

A=sparse(n);
for i=1:n, A(i,i)=-(2-h~2*x(i)); end
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for i=1:n-1, A(i,i+1)=1; A(i+1,i)=1; end
b=6*¥h~2%x;

b(1)=b(1)-y0; b(n)=b(n)-yslut;

y=A\b;

X=[0; x; 41;

Y=[y0; y; yslut]; plot(X,Y,’--?)

% Arbeta stegvis med Skat c
% Ickelinjédrt system, 18s med Newtons metod
J=sparse(n); % initiera sparsematris J
for i=1:n-1, J(i,i+1)=1; J(i+1,i)=1; end /% element i J som inte &ndras

% Tre etapper behdvs for att nd slutlig 1dsning
cvec=[0.025 0.05 0.1]; % experimentellt erh&llna
for nr=1:3
c=cvec(nr), dynorm=1; iter=0;
while dynorm>le-5 & iter<1b
G=-(2-h~2*x) . xy+c*h~2%y."2;
Gprim=- (2-h~2%x)+2*c*h~2%y;
F=[y0; y(1:n-1)]+G+[y(2:n); yslut]-6%h~2*x;
for i=1:n, J(i,i)=Gprim(i); end % diagonalen i J
dy=-J\F;
dynorm=norm(dy,inf)
y=y+dy; iter=iter+1;
end
if iter==15, disp(’Ingen konvergens’), break, end
Y=[y0; y; yslutl; plot(X,Y,’:?)
end
plot(X,Y) % rita slutkurvan heldragen
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