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Lab B

* Nedan foljer en lista pa projekt man kan gora i denna kurs. Vilj ett projekt och
markera vad ni valt genom bokningssystemet pa kurshemsidan.

* Projekten finns i tva svarighetsgrader. Svart projekt ger i regel hogre betyg (enligt
formel pd kurshemsidan).
— Projekt utan stjarnmarkering rdknas som “ldtta projekt”
— Projekt med stjarnmarkering rdknas som “svdra projekt” om man dven 16st ut-
vidgningen. Om man inte 16st utvidgningsdelen rdknas projektet som litt.
¢ Redovisning: Projektet redovisas bade skriftligt och muntligt.
- Projektet ska redovisas muntligt i form av en 10-minuters presentation i ett semi-
narium infor andra studenter. Datum for redovisning anges pa hemsidan.

- Projektet ska redovisas skriftligt i form av inlimnande av den information (data,
figurer, etc) som finns angivet under “skriftlig redovisning” i uppgiftslydelsen.

Lycka till!
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: Processorn *

I jakten pa prestanda i moderna processorer i datorer dr virmeutvecklingen, kylning
och materialegenskaper viktig. En snabb processor utvecklar i regel mer vdrme, som i
en olycklig situation kan skada materialet i processorn. En ingenjor har fatt i uppdrag
att gora en design av komponenter i en ny processor med hog processorhastighet, och
samtidigt hélla temperaturen i processorn tillrackligt 1dg.

Vi later processorns temperatur vid tidpunkt ¢t och i position x representeras av
u(x,t). Processorns viarmeutveckling modelleras hir med den sa kallade vdrmeled-
ningsekvationen

2
St = @500+ (To—ulx ) + £x,0) (12

=04 = 0 (1b)

g(l, ) = 0 (10)

Funktionen «(x) motsvarar hur litt virme leds genom materialet och vi antar a(x) =
500. Kylningen fran luft och andra material omkring processorn motsvaras av konstan-
ten B = 0.5. Funktionen f(x,t) motsvarar utvecklingen av virme som uppstér i punkt
x. Vi antar att processorn dr nedkyld till rumstemperatur vid tidpunkt + = 0, dvs
u(x,0) = Ty = 25.

I denna kurs har vi lart oss hur man kan approximera derivator med finita differen-
ser. Med samma resonemang kan man approximera partiella derivator. Vi diskretiserar
den partiella differentialekvationen (1) i x-led sdhdr: Om vi véljer xg = 0, x; = Ax,
..., xny = 1, med Ax = 1/N, kan vi introducera ug(t),...,un(t) s& att u(x;, ) ~ u;().
Anvénd finita differenser sa att problemet kan approximeras som en ODE

d

Svlt) = Av(E) + () 2
dir A aren (N — 1) x (N — 1)-matris och v(t) € RN~! &r en vektor som innehaller de
inre u-punkterna, dvs

un-1(t)
Haérledningen av (2) kan goras genom att stdlla upp en ekvation for varje inre punkt
X = X1, X = X, ..., X = Xy_1 som approximativt uppfyller (1a). Eliminera u((t) och
un(t) ur dessa ekvationer genom att anvinda ensidiga finita differenser for x = xg
och x = xp, dvs (1b) och (1c). Anvdand en ODE-metod fran denna kurs som har hog
noggrannhetsordning for att 16sa ODEn (2). Vilj rumsdiskretisering N = 100 och vilj
en tidsstegning & < 1077 sa att ni &r dvertygade om att ni har en korrekt 16sning (upp
till lamplig noggrannhet).
(a) I en processor med tva kdrnor dr kdrnorna positionerade i x-led i intervallen I; =
[0.35,0.45] och I, = [0.55,0.65]. Varmeutvecklingen &r helt lokaliserade i kédrnor-
na sa att f(x,t) = f; om x € ; Ul annars ar f(x,t) = 0 antag att f; = 10°.

Processormodell:

B
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X
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Temperaturprofilexempel:

To——mmm

Exempel pé finita

differenser for

partiella derivator:
2

Th(x;,t) =

wi—q (£)—2u; ()1 (t)

%L{N(t)—zu[\/,l(t)-‘r%u[\/,z(t)

Ax

Partiella differentia-
lekvationer kan losas
pa ménga bittre sétt an
med finita differenser
som vi anvinder i
denna uppgift. Ni har
mojlighet att lira er
mer om detta i (valbara)
fortsattningskurser.
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Hur blir temperaturprofilen efter + = 2 - 10~ tidsenheter? Berdkna &ven proces-
sorns genomsnittstemperatur T(t) := fol u(t, x) dx och den maximala temperaturen
Tnax (t) = maxye(oq) u(t, x).

(b) Ettstort f1-vdarde motsvarar hog prestanda. Man har kommit fram till att processorn
tar fysisk skada om maxtemperaturen 6verstiger Ti. = 80. Kombinera er ODE-lgsare
i (a) med en metod ni ldrt er i denna kurs och bestdm det storsta fi-vdrde sa att
maxtemperaturen efter t = 2 - 10~% 4r T, dvs Tonax(2 - 10’4) = T, genom att 16sa
en olinjar ekvation i en variabel. Vid vilket/vilka x-vdrde overstiger temperaturen
griansen?

(c) En processorflikt byggs in i datorn. Man vill bara anvidnda flikten nidr den behovs
och den stills in sa att den &r aktiv ndr medeltemperaturen pa randen T,,,;(t) =
T(u(t,0) +u(t,1)) 6verstiger 7o grader. Flakten kyler ojgmnt 6ver processorn pd ett
sadant sitt att § behover ersittas med 0.5 + (0.5 — |x — 0.5]). Konstanten «y &r flak-
tens styrka. Vad blir maxtemperaturen och medeltemperaturen for processorn med
kylning i intervallet t € [0,1073] for v = 5- 10*? Experimentera er fram till ett varde
7 sa att processorns temperatur inte 6verskrider T.. Anvand det f1-viarde ni kommit
fram till i (b).

Utvidgning: Ingenjoren blir aningen ambitids och foreslar att man ska 6ka kompo-
nentdensiteten genom att bygga in flera kdrnor i processorn och anvianda olika hastig-
het (och ddrmed olika virmeutveckling) pa de olika kdrnorna. Karnorna positioneras i
x-led: 1 = [0.2,0.3], I, = [4.5,5.5] och I3 = [0.7,0.8]. L&t f1, f» och f3 vara varmeutveck-
lingen i motsvarande kdrna.

(d*) Vad é&r varmeprofilen vid t = 103 om kdrnorna kors med samma virmeutveck-
ling fi = f» = f3 = 10°? Hur ser medeltemperaturen och max-temperaturen som
funktion av tiden?

(e*) Av symmetriskil tycker ingenjoren att det dr bra om f; = f3. For ett givet f,-
varde, lat f. vara det maximala fi-vdrde som gor att processorns maxtemperatur
blir T, (fram till t = 2-107%), s4 att f.(f>) kan ses som en funktion av f,. Uppskatta Om ni anvéinder

det vdrde da prestandan 4r som bést under villkoret att temperaturen stannar under sekantmetoden, i

" o . . uppgift e) kan det
T,, dvs det f1, f, varde da 2 * f1 + f, blir storst. vara bra att sitta en
Skriftlig redovisning: ganska grov tolerans
. . . . (tex absoluttolerans
1.1 Matrisen A och funktionen g(t) i ekvation (2). 10%) eftersom ni annars

behover véanta ganska
langa pa erat program.

1.2 a) Plot med viarmeprofilen vid tidpunkt ¢ = 2- 104

1.3 a) Plot med medeltemperatur och maxtemperatur (som funktion av tiden)
1.4 b) Bést fi-vdrde

1.5 b) Position ddr maximum uppnds

1.6 c) Plot med medeltemperatur och maxtemperatur (som funktion av tiden)
1.7 ¢) Ett varde pa oy som medfor att processorn inte tar skada.

1.8 d*) Plot med viarmeprofilen vid tidpunkt t = 1073,

1.9 d*) Plot med medeltemperatur och maxtemperatur (som funktion av tiden)
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1.10 €*) Plot med f.(f,) med f, i intervallet [0,2 - 10%], dvs ifyllning av figuren:

f. and f_ values leading to max(u)=T,
% 10° 4 2 g (u)

12
f=f()

101

1.11 €*) Maximum av 2 * f1 + f»
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: Varpan

I varpaspel kastar man en flat sten och det
géller att trdffa en malsticka som &r nedsatt

i marken tjugo meter bort. Kastrorelsen be- Ia v v
skrivs av differentialekvationerna RN
’, ‘ u RN N
= —ky-uV,0=—-9.81—k, vV 4 N
Noe— Uy
diar V. = Vu? +9%,u = %0 =  och var- N e—
pastenens luftmotstandskonstant i x- resp \\\
y-led &r ky = 0.020, ky, = 0.065. Stenen kas- ‘ >
X

tas med hastigheten V(0) = 19.0m/s fran

y(0) = h = 1.50 meters hojd.
Varpans nedslagspunkt beror av kastvinkeln a. Ett kast simuleras genom att man

anger en kastvinkel och loser differentialekvationerna med Runge-Kuttas metod tills

varpan tar mark (t o m hamnar nedanfér marknivan y = 0). Interpolera fram tidpunkt

och x-koordinat fér nedslagspunkten.

(a) Problemet att bestimma vilken kastvinkel som ger vinnande varpakast med ned-
slag inom 1 cm frdn malstickan utgor ett ekvationslosningsproblem (i en variabel).
Skriv en effektiv algoritm (som bygger pa Newtons metod eller sekantmetoden) som
berdknar kastvinkeln och ritar upp kastbanan. Tank pa att tvd losningar finns till
varpaproblemet — en hog och en lag bana.

(b) Interpolera sedan i de ovan erhallna och lagrade kastbaneviardena (vektorerna for
t, x, y, X, y) for att dstadkomma en tabell ddr kasthojden skrivs ut f6r varje meter i
x-led. For att berdkna tidpunkten dé x antar ett visst varde duger linjar interpolation,
om det inte ar alltfor glest mellan vardena.

(c) Kast i motvind. Om man kastar i hdrd motvind u i x-led dr det stenens hastighet
relativt luften som bestimmer luftmotstandet:

= —ke (u—uy)V,0=-981~k, oV

V = /(1 —uy)?+v%u = % v = y. Samtidigt krévs en hogre hastighet vid utkastet
for att varpan ska ha mojlighet att nd tjugo meter. Gor egen numerisk simulering
med 1y = 2,10,20 och visa bankurvor 6ver vinnande kast i motvind.

Skriftlig redovisning:

2.1 a) Kastvinkel (bada) fér vinnande kast med absolutfel mindre 4n 107>
2.2 a) Plot med de tva banorna

2.3 b) Tabell dir for varje meter i x-led finns y-véardet angivet.

2.4 c¢) Kastvinkel (bada) for vinnande kast i motvind for 1y, = 2,10, 20

2.5 ¢) Plot med banorna for kast i motvind for u,, = 2,10,20
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: Motordrivna inversa pendeln
Modifierad version av uppgift P8-13 i Kahaner-Moler-Nash.

A famous problem of nonlinear mechanics is known as the )
inverted pendulum. The pendulum is a light stiff bar of gl
length L with a point mass at the end, supported at the other /
end by a frictionless pin. The support pin is given a rapid
up-and-down motion s(t) = Asinwt by an electric motor. Asin(wt)
An application of Newton’s second law of motion yields (after neglecting a small term)
the equation of motion
¢ = % (g — Aw? sinwt) sin ¢

where ¢ is the angular position of the bar (¢ = 0 when the bar is directly above the pin)
and g = 9.81 m/s? is the acceleration due to gravity.

For A = 0 it is the pendulum equation ¢ = ¢ sin ¢. Even this equation is not solvable
in terms of elementary functions. But it is known that when A = 0 and the pendulum
is released from rest, i.e. ¢(0) = 0, the period T of the pendulum is given by

_ o L g2 _[" dx
T—2\/;K( 5 ) where K(u)—/O ot onix

(a) Use the Runge-Kutta method to compute the motion ¢(t) and to find the period
(some interpolation may be needed) when A =0, L = 0.4, ¢(0) = 7t/4 and $(0) =0
(this is an ordinary pendulum).

Compare the period computed by your Runge-Kutta program with the value of T
above computed by an efficient numerical integration method.

The inverted pendulum

The most interesting aspect of the pendulum problem when A # 0 is that for some
A and w-values an inverted pendulum stays pointing upwards and this has been
observed experimentally. Make computer simulations for a stick of length 400 mm
(L = 0.4) which is initially released from rest at the angle 5° (¢(0) = 571/180).

(b) Use the RK4-method to compute the motion ¢(t) for different values of amplitude:
A =0.18, 0.20, 0.22, 0.24, and a number of w-values: w = 14, 16, 24, 34, 44, 54-

Let Ts = 27t/ w. Try the following time-step: dt = T;/m with m = 50 and m = 100
and solve for 0 < ¢t < 307;. You may also stop when the value of ¢ is less than —m
or greater than 77, why?

(c) Plot ¢ and ¢ as functions of t, and also ¢ against ¢ (the phase plane). But the
most interesting plot shows the whole stick at every instant (see rkpendel.mhttp://
www.math.kth.se/na/SF1547/numd16/hidden/rkpendel. pdf). Also make a plot that
shows the trace of the free end of the stick.
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Investigate the exciting behaviour at A = 0.20 further for w-values in the interval
30 < w < 55.

Skriftlig redovisning:

3.1 a) Perioden for ¢(t) berdknat med relativ noggrannhet minst 104

3.2 b) Figurer med kurvan ¢(t) for alla angivna A-vdrden och w-virden for m = 50.
3.3 b) Figurer med kurvan ¢(t) for alla angivna A-vdrden och w-vérden for m = 100.
3.4 c) Svar pé fragan varfér man kan stanna nér vissa saker hant med ¢

3.5 c¢) Figurer med kurvan i ¢ — ¢-planet

3.6 c) Plot med kurvan den fria &ndan av pendeln rort sig (trace of the free end)

3.7 ¢) Kurvor som beskriver fallet A = 0.2 med 30 < w < 55
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: Rymdskeppet *

Trots att raketmotorn gar for fullt forblir ett

rymdskepp hingande ororlig pd hojden H 6ver
jordytan. Goda rdd dr dyra! Kaptenen later
rymdskeppet vrida sig nittio grader fran det ti-
digare vertikala ldget, och i fortsattningen ver-
kar raketmotorn horisontellt med oférminskad
kraft. Stortar rymdskeppet eller klarar sig rymd-

o0

:\:;\‘

\

2016-05-04: Ett  for-
tydligande lades till
hir

skeppet ut i rymden?

Séhér beskrivs situationen matematiskt: Newtons rorelseekvationer uttryckta i polédra

koordinater lyder

dt? dt

) 2
Pr L (0V G oen oF
r

ddr vinkeln a var noll foére vridningen men blir 90° efter kaptenens manover (vid ti-

den t = 0). R &r jordradien, g dr tyngdaccelerationen vid jordytan och G ar tyngd-

accelerationen pa hojden H dar rymdskeppet blev hangande: G = gR?*/(R + H)?.

Med for vart problem lampliga enheter — lingdenhet jordradie och tidsenhet timme

— galler att ¢ = 20.0 jordradier/tim?. De ndvindiga startvirdena ges av det faktum

att rymdskeppet var helt stilla da kaptenen dndrade banriktning.

(a) Skriv ett program som med Runge-Kuttas metod eller 0DE45 loser differentialekva-

tionerna under s lang tid att det stdr klart om rymdskeppet stortar eller forsvinner
ut i rymden. rymdskeppet befinner sig pa nagra jordradiers hojd d& kaptenen gor
manovern. Undersok forst vad som hander om starthojden H ér tva jordradier, prova
sedan hur rymdskeppets bana blir vid ndgra andra val av starthojder. Experimentera
dig fram till lagom sluttid och lampligt tidssteg / lamplig tolerans. Fundera ut en bra
algoritm som med god noggrannhet och ldmplig interpolation bestimmer tidpunkt
och positionsangivelse (t,, ¢p, rp) for banans allra ldgsta punkt.

(b) Uppgiften dr nu att med en effektiv algoritm rdkna fram gransfallets H-védrde, d v s

rymdskeppets starthojd H, som leder till en bana utan att katastrofen blir ett fak-
tum. Bestdm hastigheten som rymdskeppet sveper forbi jordytan med i detta fall.
Rita bankurvan frdn begynnelselédget till platsen dér raketen just passerar grantop-
parna. Berdkna bankurvans lingd, alltsa rymdskeppets tillryggalagda stracka. Gor
tillforlitlighetsbedomning av de erhdllna resultaten! Undersok bidragen till felen i
resultatet frdn de olika kéllorna: 19sning av begynnelsevirdesproblem, interpolation,
etc.

Om ni har vissa punk-
ter (x1,y1),---, (Xn,Yn)
som approximerar en
kurva dr summan av-
stdinden mellan punk-
terna

n—1
Y \/(xi = xi31) + (Yi = Yis1)?
i1

en approximation av
kurvans langd.
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(c) Bankurvan har parabelliknande form, eller hur? Bestam och rita upp den parabel
som i minstakvadratmetodens mening bést anpassar sig till rymdskeppets bana. Be-
riakna parabelbagens langd och jamfér med rymdskeppetstrackan ovan.

(d) Utvidgning
Om kaptenen for rymdskeppet vid sin mandver inte lyckas vrida rymdskeppet go°,
hur mycket paverkar det raketbanan? Gér simuleringar med vridningsvinklarna a =
70, 80, 90, ..., 130° och studera hur det kritiska H,-vardet dndras, likasa hastigheten
vid jordpassagen. Rita bankurvorna. For vilken vridningsvinkel kommer rymdskep-
pet att fa maximal hastighet vid jordytan och vad dr maxvérdet? Anvind en effektiv
algoritm for att bestimma detta.

Skriftlig redovisning:
4.1 (a) Figur med raketens bana nér starthdjden ar H = 1, H = 2, H = 3 sd att man
kan avgora om raketen stortar

4.2 (b) Starthojden H, som leder till att raketen precis tangerar jordytan. Svara med
absolutfel 1074,

4.3 (b) Hastigheten som rymskeppet har dd det nar trdtopparna. Svara med relativfel
107%,

4.4 (b) Den tillryggalagda stréickan tills raketen tangerar jordytan med absolutfel 10~%.

4.5 (c) Den anpassade parabelbdgens lingd parabelbdgens langd

4.6 (d) Figur med x-axel: « och y-axel H, f6r de angivna vinklarna

4.7 (d) Vridvinkel och den maximala hastigheten med relativfel 10~.

Med  “effektiv  al-
goritm”, menas en
algoritm som vi anvant
i denna kurs. Det racker
inte att testa sig fram
(for att fa tillracklig
noggrannhet).
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: Stromkretsen *

En enkel stromkrets bestar av en kondensator och en spo-

le. Kondensatorn dr uppladdad till spanningen Uj. Spo- C

len innehaller jarn och har stromberoende induktans: L =

Lo/ (14 I?).

Vid tiden ¢ = 0 sluts kretsen och strommen bestims sedan av .U -

tva samband:

Spéanningen 6ver induktansen: U= L% (3a) _ I
Strommen genom kondensatorn: I=-C il—l;[ (3b)

Visa att foljande differentialekvation kan harledas ur uttrycken ovan (efter derivering
av forsta uttrycket):

a2 1y 2 \dt LoC
Vid tiden t = 0 géller I = 0 och dI/dt = Uy/Ly. Losningen I(t) till differential-
ekvationen &r en periodisk funktion som &r mer eller mindre sinusliknande beroende

d?1 21 (d1>2 I(1+1?)

av hur Up-vérdet viljs.

(a) Gallande data ar Ly = 1 H, C = 1uF. Nagra olika varden pa Uy ska proévas, dels
spdnningen 240 V da jarnkdrnans inflytande dr nédstan forsumbart, dels tvd hoga
spdnningsvarden 1200 V och 2400 V da stromkurvan inte blir sdrskilt sinuslik langre.

Anviand ode45 for att berdkna och rita stromkurvorna (standardtoleransen i ode4s
duger inte, en relativ tolerans som &r flera tiopotenser mindre kan vara nédvéandig).
Som jamforelse ska du dven utnyttja en egen RKy4 for stromkurveberdkningarna.

(b) Fundera ut en bra algoritm for att bestimma strommens toppvarde Imax och for att
med mycket god precision berdkna svangningstiden T. Tillforlitlighetsbedémning av
Imax och T krévs.

(c) Fourieranalys — anpassning med trigonometriskt polynom. Programmet ska gora
en fourieranalys av stromkurvan, det vill sdga berdkna koefficienterna ay i fourierut-
vecklingen av I(f):

I(t) = ay sinwt + ap sin 2wt + azsin3wt + -+ -, dar w =27/T (4)

For koefficienterna i formeln géller:

T
o = %/O I(t)sin(keot) dt, k=1,2,3,... )

Vid valet av numerisk integrationsmetod bor du tdnka pa att integranden &r en peri-
odisk funktion. Berdkna de 14 forsta fourierkoefficienterna. Om strommen ar nédstan

2016-05-05: Det  éar
enklast om man i
programmet raknar
med Sl-enheter, &ven
for C.

Fore den numeriska
behandlingen kan det
vara bra att bedoma
storleksordningen  pa
svangningstiden.  Det
ar latt att rdkna ut
frekvensen och sving-
ningstiden for en krets
med konstant C och
konstant L = L.

Den oéndliga summan i
(4) kallas for en Fouri-
erutveckling. Teori (som
inte behandlas i denna
kurs) sédger att koeffici-
enterna ay, dy, ... ar giv-
na av (5). Du behover
inte kunna nédgon teo-
ri om Fourierutveckling
for att 16sa uppgiften.
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sinusformad bor alla koefficienter utom den forsta vara mycket sma, stimmer det?

Det symmetriska utseendet hos stromkurvan gor att vissa fourierkoefficienter dr noll

(teoretiskt i alla fall). Vilka dr det och hur vil stimmer teori och praktik?

Rita i samma figur upp stromkurvan samt resultatet av fourierutvecklingen, dels
da bara de tre forsta termerna tas med, dels da alla fjorton finns med.
(d) Utvidgning

1. Det kommer ett krav att strommen i kretsen inte far overstiga 10 A. Berdkna med
en effektiv 1osningsmetod det spanningsvarde Uy = Up* som ger Iy = 10 A.
Man har moijlighet att variera spolens Lo-vdrde och vill dédrfor f6r en krets som
uppfyller kravet Imax = 10 undersdka beroendet mellan Uy* och Ly. Berdkna och
markera i ett diagram Up* for Ly = 0.05,0.1,0.2,0.3, ...,2.0H.

2. Sambanden U = L%,L = Lo/(1+1%),1 = —Cdd—Ltl bildar direkt ett system av
tva forsta ordningens ODE for strommen I(t) och spanningen U(t). Det leder till
en alternativ berdkningsmetod for att rita upp strom- och spanningskurvorna och
for att bestaimma I;;0x och svangningstiden T. Genomfor detta for var svangnings-
krets. Fourieranalysen och utvidgning 1 behover inte vara med har.

Skriftlig redovisning:

5.1 a) Plot med 16sningen (med ODE45 eller RKy) Uy = 240 V. Vd]j t-intervallet sa att
man ser 6 perioder.

5.2 a) Plot med 16sningen (med ODEy4s5 eller RKg) Uy = 1200 V. Vdlj t-intervallet sa att
man ser 6 perioder.

5.3 a) En eller flera plottar med 16sningen (med ODE45 eller RK4) Uy = 2400 V. Vdlj
t-intervallet s& att man ser 6 perioder, och med tillracklig upplosning for att se om
kurvan dr mjuk/snéll/differentierbar.

5.4 b) Imax for Uy = 240 V, Uy = 1200 V, Uy = 2400 V. Ange svaret med relativ
noggrannhet 107°.

5.5 b) Perioden T for Uy = 240 V, Uy = 1200 V, Up = 2400 V. Ange svaret med relativ
noggrannhet 107°.

5.6 ¢) En figur med I(t) = ay sin(wt) + a; sin(wt) + agsin(wt) for Uy = 240 V med
samma x och y axlar som i punkt 5.1.

5.7 ¢) En figur med I(t) = ay sin(wt) + ap sin(wt) + a3 sin(wt) fér Uy = 1200 V med
samma x och y axlar som i punkt 5.2.

5.8 ¢) En figur med I(t) = a; sin(wt) + ag sin(wt) + as sin(wt) fér Uy = 2400 V med
samma x och y axlar som i punkt 5.3.

5.9 c) Koefficienterna ay, ap, a3 for Uy = 240 V, Uy = 1200 V, Uy = 2400 V. Ange
koefficienterna med relativ noggrannhet 10~°.

5.10 d) En figur med x-axel Ly och y-axel Uj och kurva som ger Imax = 10 A

5.11 d) Tva kurvor (fér Uy = 240 V) med U(t) och I(t) for t i samma t-intervall som i
5.1.
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I8 - :rilbagen

I denna uppgift modellerar vi en pilbage, som byggs genom
att anvianda en (brun) pinne av lingd exakt en meter. Ett
(blatt) snore spanns fast i &ndarna och man drar &t snoret

sa att bagen buktar 30 cm vid mittpunkten. Uppgiften ar att

bestdimma formen pa pilbagen.

Den blir symmetrisk kring mittpunkten s det rdcker att behandla hogra halvan av
intervallet —a < x < a. For utbdjningen y(x) giller foljande differentialekvation

3/2
dy\*| "
1+(dx)] —0

dér storheten g beror av pinnens materialegenskaper som elasticitetsmodul och trog-

d?y
a2 1Y

hetsmoment.

Randvillkoren ar: y(0) = 0.3, ¥(0) = 0, y(a) = 0. Dessutom finns villkoret att
pilbagens langd ar exakt en halv meter frén x = 0 till x = a.

Det blir ett ickelinjart randvardesproblem med tva okdnda konstanter a och q. Goda
startviarden behovs for att de iterativt ska kunna bestimmas.

(a) Borja darfor med att 16sa det forenklade problemet d& y'-termen férsummas, for
att sedan kunna utnyttja resultatet som startgissning till det ickelinjara problemet.
Forenklingen ger differentialekvationen y” + gy = 0 med randvillkoren ovan. Visa

att 16sningen kan skrivas y(x) = 0.3 cos ,/gx och ange sambandet mellan a och 4.

Baglangden (eng “curve
arc length”) av en kur-
integral- och ekvationslésningsproblem dir bagliangdsintegralen [ /14 y/(x)?dx va y(x) som gar mellan

ingdr. Da a &r bestdimd kdnner vi ocksd ¢, och ddrmed hela pilbdgsformen y(x). 1(:’;“ y(i‘gl)kagcgoéfg' zt(ri)c)-

Virdet pa a bestims ur villkoret om pilbdagens lingd. Det blir ett kombinerat

(b) Nu kan den ursprungliga differentialekvationen betraktas igen. kan av en vig som fgl-
. jer kurvan. Baglingden
Algoritm ar given av formeln:
[P Ty (x)2dx.
1. For ett givet varde pa g, anvdnd de tva villkoren vid x = 0 att 16sa begynnelse-
vardesproblemet,
2. a-védrdet erhdlls vid kurvans skdrningspunkt med x-axeln. Bestim denna punkt
med stor noggrannhet - interpolation beho6vs!
3. Kontrollera darefter hur vil baglangdsvillkoret ar uppfyllt. Om for daligt, vilje
ett nytt g-varde och ga till 1.)
Automatisera sokandet (tips - sekantmetoden) till en effektiv algoritm for att 16sa
ekvationen biglingd(q,a(q)) = 0.5, sa att pilbagens ritta form erhalls.
— Rita upp pilbagen!
— Hur stor blir kraften S i badgstrangen?
SF1547 - Lab B - VT16 version: EJ 2016-05-16
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Tips: I bagen verkar snittmomentet

2 -3/2
1+ (dZ)] = —qy(x) (6)

Jamvikt omkring bdgens mittpunkt P=(0,0.3) krdver att Sx momentarm for S om-
kring P = M(0).

d2
M(x) = G2

(c) Utvidgning. Ekvationen ovan siger att pilbagens krokning = —qy. Det ar léttare att
formulera differentialekvationen med baglangd s som oberoende variabel (% =)

JH+qyx=0,%x=4/1—1y2

Hirled villkoren vid s = 0 och s = 0.5. Hur manga obekanta &r det nu? Los proble-
met med inskjutningsmetoden fran s = 0.

Skriftlig redovisning:

6.1 a) En plot med pilbagen i det forenklade problemet.

6.2 a) Varden for a och g for det forenklade problemet. Ange 16sningen med relativ
noggrannhet 104,

6.3 b) En plot med pilbdgen for den ursprungliga differentialekvationen.

6.4 a) Vidrden for a och g for den ursprungliga differentialekvationen. Ange l9sningen
med relativ noggrannhet 10~4.

6.5 b) Kraften S. Ange 16sningen med relativ noggrannhet 104
6.6 ¢) Villkoren vid s = 0 och s = 0.5 och antalet obekanta
6.7 c) En plot for forsta steget i inskjutningsmetoden

6.8 c) En plot med den berdknade 16sningen

SF1547 - Lab B - VT16
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* . Vindkastet

En aprildag med varma sydvindar tranar Pelle bollkast pa sportplanen. Han kastar i
vdg bollen osterut med utkastvinkeln (i vertikalplanet) 30°, hastigheten 25 m/s och
hojden 1.4 m. Pelle har fotterna i origo i ett koordinatsystem med horisontella x- och

y-axlar, x at oster, y at norr (i vindens riktning). Differentialekvationerna for bollbanan Pricken 6ver funktio-
blir nen betyder derivering
med avseende pa tiden,
L dx s d?
¥=—qx, j=—qW—a(z)), £=-981—qz dir g=c \/xZ + (y —a(z))?+ 22 dvs = G, = Gz, ete

Luftmotstandskoefficienten ¢ beror av bollradien och massan och &r for Pelles boll ¢ =
0.070. Vindstyrkan &r 7 m/s vid marken och 6kar den hir aprildagen med hojden enligt:
a(z) =7+ 0.35z.

Visa hur differentialekvationerna kan skrivas om pa vektorform till ett system av
forsta ordningens differentialekvationer och ange startvektorns komponenter.

(a) Anvénd en effektiv algoritm som bestdmmer kastbanan tills bollen natt mark och
berdknar nedslagsplatsen noggrant. Nagon form av interpolation kan behovas ef-
tersom rakningarna inte ska utféras med ett onodigt kort tidssteg. Bedom noggrann-
heten i resultatet.

Rita kastbanan — plotkommandot for att rita en kurva i 3D &r plot3(x,y,z) ddr x,
y och z dr vektorer som innehéller kurvpunkternas koordinater.

(b) Pelle vill att bollen trots vinden ska sla ned rakt osterut, alltsa pa x-axeln. Hur “Effektiv algoritm” be-
tyder hdr att en algo-

ska han vinda sig i kastogonblicket for att dstadkomma det? Hans utkastvinkel i yaer
ritm i denna kurs. Att

vertikalplanet &r fortfarande 30°. Utvidga programmet med en effektiv algoritm for testa sig fram récker in-
detta. te (for att fa hog nog-
grannhet).

(c) Pelles boll studsar faktiskt ndr den slar ner pd marken. Bollens hastighetskompo-
nenter blir vid studsen samma i x- och y-led som de var just vid nedslaget, medan
hastigheten i z-led byter tecken.

Lagg pa en lagom dampning, till exempel en ddmpningsfaktor pa o0.8o vid varje
studs. Visa en bild 6ver bankurvan for den studsande bollens fem forsta studsar, nir
Pelle kastar i vdg bollen sa att forsta nedslaget hamnar pa x-axeln.

(d) Utvidgning. Nu vill Pelle prova bolltraff mot en liten grej pa toppen av en 3.5 meter
hog stolpe, 6 m dsterut och 2 m &t norr, alltsa vid x,,; = 6.0,y = 2.0,z = 3.5.
Differentialekvationerna dr oftrandrade, samma boll och samma blast). Pelle har
samma position som férut men han é&r lite forsiktigare, utkasthastigheten &r 15 m/s.
Pelles forsta forsok gors med utkastvinkeln 60° i vertikalplanet och vridning 15°
medurs s att ndsan pekar ungefér ostsydost. Skriv en algoritm som berédknar bollba-
nan och med god precision (viss interpolation behovs!) anger y- och z-koordinaterna
nédr bollen finns vid x = x,,,,;. Tank ut en smart algoritm for att hjélpa Pelle att med
sa fa forsok som mojligt traffa grejen pa stolpen. Det &r tva villkor att uppfylla vid
X = Xpy: rétt virden pd y och z och tvd obekanta vinklar att bestimma. Det le-
der till ett icke-linjart ekvationssystem som ska stéllas upp och l6sas numeriskt. Los
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det icke-linjara ekvationssystemet med Newtons metod. Rita upp stolpen och Pelles
lyckade bollkast som slar ned grejen fran stolpen.

Skriftlig redovisning:

7.1 Differentialekvationen pa standardform med (vektorer), dvs pa formen

v(t) = f(v(t)).

dar v(t) € RO.
7.2 a) Nedslagsplatsens x och y koordinater med absolutfel mindre &n 107,
7.3 a) En tredimensionell figur med kastbanan
7.4 b) Den vinkel (med absolutfel mindre dn 10~%) som gor att bollen landar pé x-axeln
7.5 ¢) En figur med studs, med ddampningsfaktor 0.8.
7.6 d) Startvérde for iterativ metod
7.7 d) Figur med medl 16sningen
7.8 d) Vinklarna som ger det korrekta kastet (med absolutfel mindre dn 107%)
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m * : Naturen — vixter, moss och ormar

Vid bérjan av ar noll planteras 100 exemplar av en nyttovixt pa en bordig 6. Bestandet Differentialekvationen
(7) &r analytiskt 10s-

lar si . T
utvecklar sig snabbt med tiden enligt e s allad

av variabelseparation
7 =mV — 112V2, (7) (som man kan ldra
t sig mer om i andra
dar V(t) ar antalet véxter vid tiden ¢ (tidsenheten &r &r). Konstanterna dr a; = 16 och kurser). Vi 18ser den
_5 har numeriskt.
a;=1.8-107".
(a) Man kan visa (med teori for differentialekvationer) att V(t) — Vi, dér V, &r ett Fortydligat 2016-05-04.

konstant vdrde. Vad dr detta varde Vi uttryckt i a; och ay?

(b) Lat tidpunkten vara T; da antalet véxter stigit till 95% av slutvdrdet. Ange hur
manga dagar efter inplanteringen som detta uppnés. Anviand RK4 med tidssteget
en dag, alltsa dt = 1/365, {for att finna dagen. Men prova dessutom om RK4 med
tidssteget en vecka (och viss interpolation) leder till samma dag.

(c) Just den dagen anldnder tva vaxtitande djur - de klassificera som skadedjur S - till
on (man kan vél tinka sig ett par moss). Samspelet mellan véxterna och djuren kan
beskrivas med foljande differentialekvationer, dir S(t) betecknar antalet skadedjur:

dv/dt = mV —aV? —azVs
ds/dt = —bS'* + b, V006508

I vaxtekvationen tillkommer termen —a3V'S som effekt av att skadedjuren dykt upp,
konstanten a3 = 0.011. Djuren har svarigheter att 6ka ju fler de 4r, ddrav den negativa
forsta termen i dS/dt, konstanten &dr by = 2.0, Djurantalet 6kar ddremot nér de har
mojlighet att utnyttja fodan; i den positiva andra termen géller b, = 0.085.

Losningen till detta differentialekvationssystem gar, dd ¢+ — 400, mot en konstant
som inte beror pa begynnelsevillkoren. Sitt derivatorna lika med noll och 16s det
ickelinjdra system som ger slutvardena for V och S.

Los differentialekvationerna numeriskt med lamplig metod fram till tidpunkten
T, = 1.5 (d v s ett och ett halvt ar efter vixtplanteringen). Har antalet vixter och
skadedjur hunnit stabilisera sig? Hur méanga procent (eller promille) avviker deras
vdrden fran slutvdrdena?

(d) Vid denna tid inférs rovdjur R (ett ormpar) pd 6n for att halla de véaxtitande
mossens antal nere och ddarmed tka mangden av véxter. Man far ett differential-
ekvationssystem dar véxtekvationen &dr ofordndrad (ormarna dter inte véxterna).
Skadedjurs- och Rovdjurs-ekvationerna blir nu

ds/dt —bS™ + b, V00808 _ SR
dR/dt = —ciR+ c2SVR.

Med lampligt valda vdrden pd konstanterna i modellen géller &ven hér att V, S och
R for stora t-varden narmar sig en konstant stabil 16sning. Lat b3 = 1.5, ¢y = 2.0 och
¢, = 0.025. Berdkna som ovan slutviardena for V, S och R.
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Los differentialekvationssystemet tills tre dr gatt sedan véxterna planterades, Tz =
3. Hur ndra sina slutvdrden har de inblandade parterna natt?

(e) Hjalper besprutning?
Oborna som utnyttjar vixterna och vill skérda frukterna ar 4nda inte néjda — man
tycker att skadedjuren dter for mycket. Vid tidpunkten T3 beslutar man sig for en
arlig besprutningskampanj, som dr sd anpassad att 70 procent av skadedjuren dodas
vid varje ars besprutning som sker alldeles i slutet av aret. Effekten &r tyvarr sidan
att dven rovdjursstammen drabbas, 20 procent av rovdjuren dodas samtidigt varje ar
av giftet.

Los alltsa differentialekvationssystemet med besprutning varje &r inford. Efter na-
gon tid har bestdnden stabiliserats till nya varden (en periodisk 16sning uppstar).
Har 6borna gjort ratt? Studera vixtbestandet under ett ar fére och efter besprut-
ningskampanjen.

(f) Hur kénslig 4r denna ekologiska modell for storningar i koefficienterna? Gor ndgra
numeriska experiment med sma (eller kanske stora) férandringar i ndgon eller ndgra
koefficienter och undersok hur resultatet blir! For vilken koefficient dr V' kansligast?

Experimentera ocksd med andra besprutningsmedel som paverkar skadedjurs- och
rovdjursbestanden annorlunda dn det forst provade giftet.

(g) Utvidgning
Man kan hitta den periodiska 16sningen genom att kora flera (manga?) ar. Men man
kan ocksa hitta den genom att leta reda pa de startvarden S(0), R(0) som ger S(1) =
S(0),R(1) = R(0) dér besprutningen rdknats med vid t = 1—. Man skordar vid
slutet av aret alla véaxter utom 100, sa V(0) = 100. Det &r ett ekvationssystem med
tva obekanta som man kan 16sa med Newtons metod och differens-approximation
till Jacobian-matrisen. Gor det!

Skriftlig redovisning:

8.1. a) Vi for (7)
8.2. b) Dagen (dvs ett heltal) da antalet vaxter 6verstiger 95%.

8.3. ¢) Slutvéarden (bade S-varde och V-véarde) nédr t — oo, dvs 16sningen till det olinjdra
ekvationssystemet med absolutfel mindre &n 10~3.

8.4. ¢) Losningen (bade S-vdrde och V-vérde) vid T,
8.5. ¢) Hur néra slutvérdet 16sningen ar vid ¢t = T, (bdde T och S)

8.6. d) Slutvarden (bade S-vdrde, V-vdrde och R-virde) ndar t — oo, dvs losningen till
det olinjéra ekvationssystemet med absolutfel mindre &n 1073.

8.7. d) Losningen (bdde S-vdrde, V-vdrde och R-vdrde) vid Ts.
8.8. b-e) Tre figurer f6r S, V och R i intervallet 0 <t < 8.

8.9. f) Berdkna felet som uppstar vid t = 8— (dvs t = 8 innan besprutning), genom
att stora en koefficient i taget relativt med £5%, t.ex. stord a;: 4; = 1.054;. Relativ-
fel i resultatet som skillnaden mellan 16sningen for ostorda koefficienter och stord
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koefficient dividerat med den ostérda losningen. Forsdkra er om att ni 16st ODEn
tillrackligt noggrannt. Redovisa viarden som saknas:

relativfel i V(8)

relativfel i S(8) | relativfel i R(8)

ap stord med 5%

ap stord med 5%

a3 stord med 5%

by stord med 5%

by stord med 5%

b3 stord med 5%

1 stord med 5%

¢y stord med 5%

8.10. g) Startvdrden ni anvént till Newtons metod

8.11. g) V(0), S(0) och R(0) som leder till periodisk 16sning. Svara med relativfel R =
1075. Obs: Kom ihag att ni har fel fran losningen av ODEn och Newtons metod.

SF1547 - Lab B - VT16 version: EJ 2016-05-16

Vissa projekt baserade pa material fran GE, JE, OR, mfl
18



SF1547 - Numeriska metoder - Lab B - Mastarprojektet

m * . Metallroret

Genom ett tjockvédggigt cylindriskt metallror strémmar en het vitska med den konstan-
ta temperaturen T; = 450° C. Cylindervdggen har innerradien 1.0 cm och ytterradien
2.0 cm. Temperaturférdelningen u(r) i metallen bestdms av differentialekvationen

d>u  du

"t

Omgivande temperatur dr 20° C. Vid r = 2 &r temperaturgradienten du/dr proportio-

0 med u=T; vid r =1 (langdenhet cm).

nell mot temperaturdifferensen, d v s dar giller du/dr = —K - (u — T,) dér yttertempe-

raturen T, kan sittas till 20° C.

K &r en materialkonstant, som beror av virmeoverforingstalet mellan metall och luft

(W/K/m?2) och metallens virme-konduktivitet k (W/m/K) enligt K = % L&t i testfallet

K=1.

(a) Gor enligt finitadifferensmetoden en diskretisering av intervallet 1 < r < 2 indelat
i N delintervall. Diskretisera randvillkoret pd enklaste sétt - med forsta ordningens
differens-approximation. I Utvidgningen ska noggrannare metod anvindas. Visa hur
randvardesproblemet kan approximeras av ett matrisproblem. Los detta forst for
N = 25, fortsédtt med successiva fordubblingar av N tills énskad precision erhalls
— t ex fyra korrekta siffror i temperaturvérdet vid cylinderns ytterradie. Rita upp
temperaturfordelningen i metallen.

(b) Man tillater inte att metallcylinderns utsida far bli varmare dn 100°. Berdkna vilket
som &r det kritiska K-vérdet Kjog for att detta ska uppnas, pa foljande sétt:
Gor en tabell 6ver u(2) som funktion av K och interpolera i den.

Undersok dven hur kinsligt detta kritiska K-varde dr for temperaturvariationer i
vétskan, dvs. berdkna ag%. Det intrédffar namligen att T; rdkar stiga till 460° C i
stallet for att halla det givna temperaturvardet 450° C.

(Problemet kan l6sas analytiskt, gor gdrna det for kontroll.)

(c) Det visar sig att det tjockvdggiga roret dr tillverkat av ett inhomogent material —
varmediffusiviteten i roret har ett radiellt beroende. Temperaturfordelningen u(r)

d?u rD'(r)\ du
—_— —_— = <r<2.
rdr2+<1+ D(r))dr 0, 1<r<2

D(r) &r ett tredjegradspolynom med derivatan noll vid inner- och ytterradien, alltsa
vid r = 1 och r = 2, dessutom géller D(2) = 2D(1).

bestims nu av

Begynnelsevillkor och randvillkor ar samma som tidigare. L&s samma uppgifter som
ovan.

(d) Utvidgning
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1. Anvind en andra ordningens noggrann diskretisering av randvillkoret, t ex vid
N =2:

(84) =170 @iy~ tuy -1+ i-2) +O07)

Visa forst att formeln ar ratt! Kor med N = 10,20, ... och visa i en tabell att felet
nu dr O(N~?2)

2. Bestdmning av kritiskt K-vdrde sa att u(2) = 100 kan ske pa flera satt. Nar
u(2) = 100 multipliceras ju den obekanta K med en kind koefficient, s om man
infor K som obekant och lagger till ekvationen uy = 100 blir det ett linjdrt ekva-
tionssystem for u;,i = 1,..., N och K. Gor pa det viset ocksa och jamfér med dina
tidigare rakningar.

3. Nu byter vi varm vitska inuti mot kall som ska kyla den varma utanfor. Yttery-
tan vdrms ocksa genom gra-kropps-stralning fran omgivningen. D& blir modellen
icke-linjar:

rdz—u+d—u = 0
a2  dr
u(l) = 100,
d
k2 = a(u(2) = T) +ope(u(2)* — T.H)

Diskretisera som ovan och anviand Newtons metod for ekvationslosningen. Jacobian-
matrisen kan du berdkna med differensapproximation, eller analytiskt: Bara rad
N skiljer frdn den matris du anvéant for det linjdra problemet. Anvand data for
rostfritt stal, k = 20W/K/m,op = 5.67 - 10~8, T, = 300,400,500...K,e = 0.3 och
a =100W/K/m?.

Vid vilken yttertemperatur blir strdlningen den dominanta energioverforingen?

Skriftlig redovisning:

9.1 a) Det linjdra ekvationssystemet som diskretiserar problemet

9.2 a) Ange u(2) med relativ noggrannhet 10~%.

9.3 b) Det K-vdarde som gor att utsidans temperatur blir 100

9.4 c) Ange u(2) for det inhomogena materialet med relativ noggrannhet 10~*
9.5 d) Tabell med felet for N = 10, .. ..

9.6 d) En figur med felet som funktion av steglangden (i loglog skala)

9.7 d) Ange yttertemperatur som stralningen blir den dominanta energioverforingen.
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: Glodtraden

Betrakta randvardesproblemet

2
ZTZ = aut — B2c(u), u(0) =10, u'(L/2)=0.

Problemet &r att finna temperaturférdelningen u(x) i en stromférande metalltrdd med
langden L = 0.40 m, d& trdddndarna halls vid den mycket ldga temperaturen 10 K.
Pa grund av symmetrin rdcker det att betrakta halva trddens lingd med randvillkoren
ovan.
Lét traden vara wolfram med radie 0.1 mm och emissivitet 0.3. Dess resistivitet &r
temperaturberoende: o (1) = 1078(1 + u/32.5)Qm, strdlningskonstanten &r a = 0.01
och g =1-10"3.
(a) For att fa en ide om vilka temperaturer det blir kan man férsumma varmeledning-

en, sa att all virme strdlas bort. Da bestdms temperaturen av

0 = au* — Bl2o(u).

Los ekvationen med t ex Newtons metod for I = 0.1,0.2,...,10 A. och rita u(I). Moti-
vera varfor temperaturen inte kan bli hogre i den riktiga modellen.

(b) Anvand finitadifferensmetoden (dvs “matrismetoden”) och gor diskretisering i N
intervall. Visa hur randvirdesproblemet kan approximeras av ett ickelinjdrt ekva-
tionssystem. Los systemet dels for N = 40 dels for N = 80. Fortsitt att fordubbla
om du tycker att noggrannheten dr otillracklig. Rita upp temperaturférdelningen i
trdden for I = 0.1 A,0.2 A,....

(c) Vivill finna temperaturférdelningen i trdden dé stromstyrkan ar upp till 20 A. Nar
strommen &r sa stark blir traden glodhet pa mitten men &r fortfarande ytterst kall i
dndarna. Det kan vara knepigt att hitta fungerande startgissningar.

Bestdm en lamplig algoritm som successivt l1oser mellanliggande temperaturfordel-
ningsproblem — forst for stromstyrkor strax 6ver 0.1 A och dérefter lagom strom-
hojning. Algoritmen bor ddarmed klara av att berdkna de knepiga temperaturférdel-
ningskurvorna som hoga stromstyrkor ger upphov till.

Skriftlig redovisning:

10.1 a) En figur figur med angivna datapunkter, dvs horisontell axel: I-vdrden, vertikal
axel: u-varden

10.2 b) Det olinjdra ekvationssystemet

10.3 b) 10 figurer med temperaturférdelningen for I = 0.1,0.2,...,1 med sa hogt N-
vérde att man inte kan se att 16sningen foérdndras ndr man dkar N.

10.4 b) Stromfordelningen for I = 20 A.
10.5 b) Funktionsvérdet for u(L/4) for I = 20 A med relativ noggrannhet 10~3.
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