Numerisk Analys - Institutionen for Matematik 2016-05-31, k1 08-11
KTH - Royal institute of technology SF1547+SF1543

TENTAMEN I GRUNDKURS I NUMERISKA METODER - DEL 20

Losningsforslag
Uppgift 1 Man vill 16sa ekvationssystemet

10sin(x+y)+xy = 5
cos(xy)+10y =

med Newtons metod.
(a) 3p Infor lampliga beteckningar och formulera Newtons metod for detta ekvationssystem
(b) 4p Skriv ett program som bestammer losningen till den forsta ekvationen nér y = 0.

(c) 5p Anvind (b) som startgissning (dvs vi antar att en 16sning har ett litet y-vdrde) och skriv ett
MATLAB-program som loser det olinjira ekvationssystemet.

Losning:

(a) (
_|x _ |10sin(x+y) +xy—5
= [y] , f(z) = { cos(xy) + 10y
och Jacobimatris
J(z) = 10cos(x+y)+y 10cos(x+y)+x
N —ysin(xy) —xsin(xy) + 10

Newtons metod:
Ty =12, —J(z) "' f(z,).

(b) Man kan antingen 16sa ekvationen analytiskt nédr y = 0:
10sin(x) =5 = sin(x)=1/2 = x=mn/3;
eller med Newtons metod:

g=0(x) 10*sin(x)-5

gp=0(x) 10*cos(x)

x=0;

dx=inf;

TOL=1e-10;

while (abs(dx)>TOL)
dx=gp (x)\g(x);
x=x-dx;

end



(c) Vi fortsétter programmet i (b) kan fortséttas:

f=0(z) [10*sin(z(1)+z(2))+z(1)*z(2)-5];
J=@(z) [10*cos(z(1)+z(2))+z(2) 10*cos(z(1)+z(2))+z(2)
-z(2)*sin(z(1)*z(2)) ,-z(1) *sin(z (1) *z(2) ) +10]
z=[x;0];
dz=inf;
while (norm(dz)>TOL)
dz=J(z)\f (x);
z=z-dz;
end

Uppgift 2 Foljande differentialekvation ska losas
¥ (x) + ay(x)> = Bx, 1 <x<4.
dir a = 0.1. Antag att begynnelsevirdena dr givna som y(1) = 1,y/(1) = 0.5, y"(1) = 4.

(a) 6p Antag att B = 3. Skriv ett MATLAB-program som l6ser differentialekvationen pa det givna
intervallet. Basera programmet pa framat Euler med N steg och steglingd /. Skriv programmet
i den hir funktionen:

function [y4]=solve_ode(yl,ypl,yppl,beta,N)

Loser differentialekvationen med givna begynnelsedata
y1 &r begynnelsevillkor y(1)=y1

ypl &r begynnelsevillkor y’ (1)=yp1l

yppl &r begynnelsevillkor y’’(1)=yppl

beta &r parameter i differentialekvationen

y4 &r approximationen vid y(4)

N &r antalet diskretiseringsintervall

H OH HF H OHF H H

(b) 4p Skriv ett MATLAB-program som med hjilp av solve_ode bestimmer 3 sa att y(4) = 0.
Bestidm startgissningar/startgissning genom att 16sa problemet exakt for o = 0.

(c) 5p Med vilken noggrannhetsordning approximerar metoden i (a) virdet y(4)? (Ingen hirledning
krédvs.) Skriv ett program som anropar solve_ode och anvinder Richardsonextrapolation for
att oka noggrannheten med 2 = 0.4 och h = 0.2.

Losning:

(a) Vi behover forst skriva om differentialekvationen till ett ODE-system. Vi ansitter

Du uppfyller z ett ODE-system:



med
22
f(x,z) := 23
Bx—az?

Programmet blir séledes

function [y4]=solve_ode(yl,ypl,yppl,beta,N)
alpha=0.1;
f=0(x,z) [z(2); z(3); beta*x-alphax*z(1)"2];
a=1; b=4;
h=(b-a)/N;
X=a;
for i=1:N
z=z+hx*f (x,z)
X=x+h;
end
ya=z(1);

Vi anropar programmet med:
y4=solve_ode(1,0.5,4,3,N);

(b) Enligt uppgiftslydelse ska startgissning bestimmas utifran ekvationen
Y"(x) = Bx.
Genom att integrera funktionen fér vi att y uppfyller
y(x) = %BX“ + 1 + crx+cs.
Konstanterna ¢y, ¢; och c3 bestdms utifran begynnelsevillkor: 1 =y(1) = 213—4 +c1+cr+c3,05=

Y(1) = £ +2¢1 +¢2,4=y"(1) = £ +2¢; och randviirdet 0 = y(4) = B4 1+ ¢14* 4 c24 4 3.
Problemet motsvara linjdr interpolation och kan 16sas med Vandermonde-matrisen:

1 » 1 1 1778

04| |5 2 1 0 |e

4 | % 2 00 (&)
44

0 5 4 4 1] o

I princip kan startgissning bestimmas genom att 16sa 4 x 4-problemet for hand, men det dr
lattare att 16sa som en dela av MATLAB-programmet. Vi anvidnder sekantmetoden eftersom
derivatan dr komplicerad.

A=[1/24, 1, 1, 1;
1/12, 2, 1, 0;
1/6, 2, 0, 0;
4~4/24, 4-2,4,1]



b=[1;0.4;4;0];
x=A\b;
x0=x(end) ;
x1=x(end)*(1.01);
f=0(x) solve_ode(1,0.5,4,x,N);
£0=£f (x0) ;
f1=f(x1);
TOL=1e-5;
h=inf;
while (abs(h)>TOL)
h=((x1-x0)/(£1-£0) ) *f1;
x2=x1-h;
x0=x1;
f0=£f1,;
x1=x2;
f1=f(x1);
end
X

(c) Noggrannhetsordning for Euler framat &r 1. Richardsonextrapolation

N1=10; N2=20;
ny_approx=2*solve_ode(1,0.5,4,N2)-solve_ode(1,0.5,4,N1);

Uppgift 3 Genom mitningar har vi fatt féljande datavirden

e -1]-05/-025] 0 |025] 1
y [93]53] 51 [49] 54 | 114

(a) 6p Skriv ett MATLAB-program som bestimmer minstakvadratanpassningen av

g(t) = o + ot +¢*"

OBS: Om du anvinder MATLAB-operatorn \ maste du ange vilket matematiskt problem som
MATLAB loser i detta steg.

(b) 5p Utvidga ditt MATLAB-program i (a) sa att det bestimmer minimum av minstrakvadratanpass-
ningen. Ange tydligt hur du kommit fram till startvdrden. Denna uppgift kan 16sas dven om (a)
inte 10sts.

Losning:

(a) Vilater x = [oy, ap] och
o + 0ty +ea1tf -1
f(x) = :

2
oy + ooty + ehn — Ym

4



Vi vill bestimma
f(x) ~ 0,

som dr ett olinjirt Overbestdmt ekvationssystem. Vi anvinder Gauss-Newton. Jacobimatrisen &r

1—|—l‘12€a1[12 A1
J(X) — . .

1+12e%0m 1,
I MATLAB

tv=[-1;...1];
yv=[9.3;56.3... 1;
m=length(tv);
J=@(x) [ones(m,1)+(tv."2).*exp(x(1)*tv."2), tv];
f=0(x) x(1)+x(2)*tv+exp(x(1)*tv. 2)-y;
h=inf;
x=[1;0];
while (norm(h)>TOL)
h=J(x)\f(x);
x=x-h;
end

(b) Eftersom o och oy ér bestimda fran (a) behover vi endast bestimma nollstdlle av derivatan
funktion i en variabel: g'(¢) = 0.

g = 0 + 2t ay "
g//(t) _ (2a1+(2ta1)2)ea1t2

Ekvationen g'(¢) = 0 gér inte att 16sa analytiskt. Vi anviinder Newtons metod (fortséttning av
programmet i a):

alphal=x(1);
alpha2=x(2);
f=0@(t) alpha2+2*t*alphal*exp(alphal*t~2);
fp=0@(t) (2%alphal+(2+t*alphal) "2)*exp(alphal*t~2);
h=inf;
while (abs(h)>TOL)
h=f (t) /fp(t);
t=t-h;
end

Uppgift 4 Ingenjoren Ingvar har utvecklat en numerisk metod for att 16sa linjdra ekvationssystem
med n obekanta néir matrisen 4r tridiagonal, och har gjort det tillgingligt i MATLAB med programmet:



function x=ingvars_metod(T,b,n)

YA

T ar
b ar
n ar
X ar

en tridiagonal matris

hégerledvektorn i det linjara ekvationssystemet T x = Db
antalet obekanta i stystemet

16sningen till ekvationssystemet

Pa en viss dator kommer Ingvar fram till att berdkningstiden for hans metod kan vil uppskattas till
on+ B millisekunder dir o = 1 och § = 10. Han vill anviinda det for att 16sa differentialekvationen

Y (t) =Ty(r), y(0)=yo,

vid tidpunkt r = 1 dér T &r en tridiagonal n X n matris och yg en given vektor. Matrisen T och vektorn
yo dr tillgiingliga i MATLAB. Vi antar att berdkningstiden for att multiplicera 7 med en vektor &r
on/3 och att addera tva vektorer dr an/10. Ett steg av bakat Euler innebér 16sningen av ett linjirt

ekvationssystem.
(a) 4p Skriv ett MATLAB program som berdknar 16sningen med framét Euler med N = 10 steg och
h=1/N.
(b) 4p Skriv ett MATLAB program som beriknar 16sningen med bakat Euler med hjilp av Ingvars

(©)2p
(d)2p

metod med N = 10 steg och h = 1 /N.

Vad ar berdkningstiden for (a) respektive (b)?

Ingvar uppticker att problemet &r styvt och att man behdver mycket finare diskretisering med

framéat Euler for samma noggrannhet med bakat Euler. Om man med framét Euler viljer N =
1000 behover man fér samma noggrannhet endast N = 10 med bakét Euler. Vilken metod &r
snabbast for att uppnad den noggrannheten for stora n-virden? Ge ett tydligt resonemang med
tydliga antaganden om berdkningstider.

Losning:

(a) Framat Euler:

N=10;

h=1/N;

y=y0; n=length(y0);

for i=1:N
y=y+h*xT*b;

end

(b) Bakat Euler for detta problem blir

Yot1 =Yn+ hTYn+l

dvs

Yor1 = (I_hT)ilyn

Matrisen (I — hT) ér tridiagonal eftersom 7 &r tridiagonal.



N=10;

h=1/N;

y=y0; n=length(y0);

T2=-hx*T;

for i=1:n
T2(i,1)=T2(i,i)+1;

end

for i=1:N
y=invars_metod(T2,b);

end

(c) Summera ihop stegen i del olika delarna av algoritmerna. Det blir uppskattningsvis:

— Framét Euler: N(an/3+ Nan/10)
- Bakat Euler: N(n+ 10) (om man bortser fran skapandet av T2)

(d) Jamfor matrix-vektor produkter f6r N = 1000 och N = 10. Bakat Euler &r betydligt snabbare.



