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TENTAMEN I GRUNDKURS I NUMERISKA METODER - DEL 2

Losningsforslag

Rittas endast om del 1 dr godkédnd. Betygsgrins (inkl bonuspoédng): 10p D, 20p C, 30p B, 40p
A. Maximal poidng 50 + bonuspoing (max 4p). Minirdknare ir ej tillaiten pa denna tentamen. Svar
skall motiveras och utrikningar redovisas. Korrekt svar utan motivering eller med felaktig motivering
medfor podngavdrag. Da algoritmbeskrivning begirs, avses om inte annat anges beskrivning i Matlab.
Eftersom minirdknare ej 4r tillaten #r det tillatet att Iimna enkla berdkningsuttryck oforenklade.

Uppgift 1
Vi ska berdkna integralen

1
1= / cos(mx?) dx
0
och har féljande MATLAB-kod till var hjilp

>> xv1=0:0.1:1;

>> sl=sum(cos(pi*xvl."2))
sl = 3.7397

>> xv2=0:0.05:1;

>>  s2=sum(cos(pi*xv2.72))
s2 = T7.4796

(a) [6p] Berikna integralen med trapetsregeln med 2 = 0.1, for komplicerade berdkningar kan du
ta hjdlp av utdata fran programmet.

(b) [6p] Anvind Richardsonextrapolation med 2 = 0.1 och & = 0.05 for att bestimma en noggran-
nare l6sning.

Losning:

(a) Det beriiknade virdet s1 motsvarar
n

Z cos (7 (hi)?)
i=0

dir h=1/(n+1) = 0.1. Trapetsregeln kan uttryckas som

1 “ h h
= / cos(mx?)dx = T (h) = hZcos(n’(hi)z) ~3 cos(0) — 3 cos(m)
0 i=0
Eftersom cos(0) = 1 och cos(m) = —1 &r trapetsgegeln approximationen 7(0.1) = 0.1 % s1 dvs

0.37397. Motivering for varfor de extra termerna ger noll bidrag i trapetsregeln krivs for full
poéng.



(b) Vi anvinder formeln f6r Richardsonextrapolation med n = 2:

R(H) = 4T(h/2;—T(h).

Virder for T'(h) har berdknats i a. Virdet for 7'(h/2) erhélls pa samma sitt 7'(0.05) = 0.05
7.4796.
R(h) = 0.37399.

Uppgift 2 Vi vill 16sa randvirdesproblemet

=) +y(x) = ¢
y(0) = 0
y1) = 0

(a) [8p] Skriv ett MATLAB-program som loser problemet med matrismetoden (finita differenser)
med N = 10 intervall.

(b) [4p] Utvidga ditt program sa att det dven berdknar fol y(x)dx.
Losning: a och b:

N=10;
A=zeros(N-1,N-1);
h=1/N;
xv=0:h:1; xv=xv(2:end-1);
for i=1:N-1
A(i,i)=2/h"2+1;
if (i>2)
A(i-1,i)=-1/h"2;
A(i,i-1)=-1/h"2;
end
end
b=exp (xv) ’;
u=A\b;
T=sum(A)*h; approximation av integral. Randpunkter ger noll bidrag pga randvillkor

Raden zeros kan ersittas med A=sparse (N-1,N-1) ; som gor att matrisen sparas i glest format och
blir i detta fall snabbare.



Uppgift 3 Vi vill bestimma en finit differens for att approximera tredjederivatan.

(a) [7p] Vi approximerar

(3) () &S (0) +Bf(h) = Bf(2h) — otf(3h)
Bestidm konstanter ¢, B sa att approximationen har minst noggrannhetsordning 2 for alla funk-
tioner som r fyra ganger differentierbara.

(b) [6p] Konstruera en finit differensformel for tredjederivatan som har noggrannhetsordning
(minst) 3. Du kan basera din metod pa (a). Du beh6ver dock inte ha 16st (a) for att 16sa denna
deluppgift.

Loésning:
(a) Med hjilp av Taylorutveckling ser vi att
(3n)?

(3)? (3h)*

a(f(0)=f(3h) = —aBhf'(0)+5f"(0)+ 51" (0)+=—FH(0) +
BUM—Fem) = Bhr0)+ SZrR 0+ S 0+ R0 0) 4

2! 3! 4!
Genom att summera ovanstaende och observera vilka koefficienter som ska sittas till noll far
lzgefﬁcient framfor f7(0) sitts till noll:

—3a—-p=0
koefficient framfor f”(0) sitts till noll:

—90—-38=0
koefficient framfor f7(0) siitts till 4°:

_32}!’305 - 73}’!36 =’ (*)
De forsta tva ekvationerna leder till B = —3a. Insitting av B = —3a i ekvation (*) leder till
32
1= —et a=—a

Med andra ord @ = —1 och 8 = 3.
(Uppgift upplevdes som svar. For full poidng krivs ej att visa noggrannhetsordningen.)

(b) Loses med Richardsonextrapolation. Om vi definierar

D(h) = o f(0)+ B f(h) —hff(zh) —af(3h)

sa dr Richardsonextrapolation blir

R(t) = H20/2) =D

3
300f(0) +4Bf(h/2) = 5Bf(h) —40af(3h/2) — 2B f(2h) — af (3h)
303




Uppgift 4 Datorteknikern Daniela behdver 16sa en olinjér ekvation i n variabler, dvs hon behdver
bestimma xp,...,x, sa att f(x;,...,x,) = 0. Hon har programmerat ett program som berdknar bade
f(x1,...,x,) och samtidigt beriknar dess Jacobimatris:

[f,J]=danielas_program(x)

% x &r en vektor av ldngd n med de obekanta variablerna

% f &r en vektor av ldngd n som innehaller f(x_1,...x_n)

% J &r en n x n matris som innehdller Jacobi-matrisen for f

(a) [7p] Skriv ett program som anropar danielas_program och loser det olinjédra ekvationssyste-
met. Daniela vet att en 16sning ligger néra noll-vektorn.

(b) [6p] Ett anrop till programmet danielas_program tar ungefir an’ tidsenheter nir n 4r stort
ndr o = 5. Ungefir hur stor blir berdkningskostnaden for att 16sa det olinjdra ekvationssystemet
till noggrannhet 10~'6 nir  i4r stort? Antag att Newtons metod har kvadratisk konvergens och
att startgissningen har fel 0.1. Du kan dessutom anta att Jacobi-matrisen dr en full matris och
att det linjdra ekvationssystemet 16ses med Gauss-eliminering som har berikningskostnad n’
for stora n (med nagot oként 3-virde).

Losning:

(a) Vi anvinder Newtons metod med nollvektorn som startgissning

x=zeros(n,1);

TOL=1e-10;

while (norm(dx)>TOL)
[f,J]=danielas_program(x) ;
dx=J\f;
x=x+dx;

end

(b) Kvadratisk konvergens innebér e ~ ae,%, och vi uppskattar a = 1. Med antagandet att Newtons
metod har kvadratisk konvergens uppskattas felet som e; | ~ e,%.

eg = 0.1 (D
er = 0.1>°=0.01=10"2 )
e = 0.01°=10"* (3)
es = (100H2=10"8 (4)
ey, = (100H2=10""° (5)

Vi behover alltsi cirka 4 iterationer for att felet ska vara storleksornding 107'6. Den totala

berdkningskostaden blir alltsa:
4Bn® +5-4n* +yn

dér yn motsvarar berdkningstiden for att summera tva vektorer av langd n.



