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TENTAMEN I GRUNDKURS I NUMERISKA METODER - DEL 2

Rittas endast om del 1 dr godkénd. Betygsgrins (inkl bonuspoing): 10p D, 20p C, 30p B, 40p A. Max-
imal poing 50 + bonuspoidng (max 4p). Betygen for A och B reduceras med wiki-bonuspodngen (max
1p). Minirdknare #r ej tilliten pa denna tentamen. Svar skall motiveras och utrdkningar redovisas.
Korrekt svar utan motivering eller med felaktig motivering medfor podngavdrag. Da algoritmbeskriv-
ning begirs, avses om inte annat anges beskrivning i Matlab. Eftersom minirdknare ej ér tillaten dr
det tillatet att limna enkla berikningsuttryck oforenklade. Stora vektorer och matriser behdver kan
beskrivas med punkter (- - -, etc) om strukturen framgar tydligt.

Uppgift 1 (13p) Vi bestimma virden pa de grekiska variablerna sa att vi anpassar funktionen
f(t) = ar® +sin(Byz + 1)e"" +sin(Bar +2)e® + - +sin(Byot + 10)e?’

pa bista sitt (i minstakvadratmening) till datapunkter

n| 1 [2]3 -] 100
t01]02[03]---[ 10.0
y|31]35]29]]|13.10

Detta genomfors genom formulering som olinjart dverbestamt ekvationssystem.

(a) Formulera problemet som ett Gverbestdmt olinjirt ekvationssystem genom att ange g, z1,...,2y
och N sa att
g(z1,...,2v) = 0.

(b) Skriv ett matlab-program med Gauss-Newtons metod 16ser detta problem. Anvind vektorn som
innehaller ettor (ones (N, 1)) som startvirde. Jacobianen behover ej programmeras utan skrivs
som formler. Antag att f-vidrden och y-vérden finns sparade i vektorerna t och y.

Losning: a) Vi ansitter N =21 och

i1 = «
2 = B
zit = Po
212 = N

21 = Yo



Déarmed blir

Z1t12 + Sin(Zzll + 1)81121‘1 + Sin(Z3t1 +2)6Z13t1 +- Sin(Znt] + 10)€Z21t1 —3.1

gz, av) = :
Z1t1200 + sin(z2t100 + 1)6Z|2t100 + sin(z3t100 + 2)€Z‘3t100 +.- 4 Sin(zl]tloo + 10)622'“00 —10.00
b)
Jakobianen blir
t12 t1 cos(zaty + 1)es12h t1sin(z1 1t + 10) "%
J@)=|: : :
t1200 1100 COS(ZQI]Q() + l)eZ]ZtIOO <o+ Hoo Siﬂ(Z]]l‘]oo + 10)6”0012'

som vi sdger dr sparad i funktionen J(z). Gauss-Newton blir nu

N=1;

z=ones(N,1);

TOL=1e-10

while (norm(dz)<TOL)
dz=-J(2)\g(z);
z=z+dz;

end

Uppgift 2 (18) Foljande system av differentialekvationer dr givna

=7 sy vo=] n

dar

(a) Skriv ett program som berdknar y(h),y(2h),...,y(10) med Euler framat for ett givet virde a.
Formulera det som implementationen av en funktion

function Y=compute_y(alpha,n,t)
% Berdknar en matrix Y av storlek 2 x n vars kolumner motsvarar
% ldsningen till differentialekvationen for x-virden h,2h,...,t.

(b) Skriv ett program som anropar compute_y och berdknar

/O]Oyl(t)dt

for h = 0.1 och & = 0. Anvénd en numerisk metod som har noggrannhetsordning (minst) tva.
Du fér inte anvinda quad eller integral.

(c) Anpassa Newtons metod i flera variabler sa att metoden beridknar ett a-vérde och ¢ vérde sa att
y1(t) =0 och y,(¢) = 1. En sadan 16sning finns ndra 7 = 10 och a = —2.



Losning: a)

function Y=compute_y(alpha,n,t)
yo=[1;1];
h=t/n;
Y=zeros(2,n);
Y(:,1)=y0+h*Axy0;
for i=2:n

Y(:,1)=Y(:,i-1)+h*AxY(:,i-1);

end

b) (Huvudidé) Anvind trapetsregeln pa forsta raden i Y. Kom ihag att ligga till halva forsta punkten
och dra bort sista punkten om man summerar Y(1, :).

Y=compute_y(0,n,10)

yy=Y(1,:)

h=10/n

T=sum(yy) *h+1*xh/2-yy(end) *h/2;

¢) Detta dr var malfunktion som vi vill hitta nollan till
f=@(x) compute_y(x(1),n,x(2)-[0;1]
Berikna Jacobianmatrisen numeriskt:

d=sqrt(eps); % Nagot litet
J=0(x) [(compute_y(x(1)+h,n,x(2))-compute_y(x(1)-h,n,x(2))/(2*h), (compute_y(x(1),n,x(2)+h)-

Nu kan vi kéra den Newton’s metod i flera variabler som vanligt

x=[10;-2];

dx=inf;

while norm(dx)>TOL
dx=J (x)\f (x) ;
x=x-dx;

end

Uppgift 3 (19) Givet 4r denna finita differensapproximation

—f@)+3f(t+h)=3f(t+2h)+ f(t+3h)

7(0) ~ -

(a) Hirled approximationens noggrannhetsordning.

(b) Anvind denna approximation for att generalisera och anpassa matrismetoden till
randvérdesproblemet



Obs: Detta ir ett tredje ordningens randvirdesproblem.

Y'(x) = mH+y(x), 0<x<1
y(0) = 2,
y1) = 3,
Y1) = o.

For att approximera y'(1) far du anvinda (valfri) finit differensmetod. Hérled ett linjirt ekva-
tionssystem

Ay=b
dir
Vi y(h)
y2 y(2h)
y = . ~ .
Va1 y(1—h)

och ange tydligt vad A € R=1D*("=1) och b € R"~! ir. Du behover inte 16sa det linjira ekva-
tionssystemet. Ingen programmering kréavs for denna uppgift.

Losning: Nir vi anvinder approximationen for

e x=0
—yo+3y1 =3y +y3 = h3(71' +0)
dvs
3y =3y, +y3 =h(m+2)+2
e x=h
—y1+3y2 —3y3 +ys =B (m+y1)
dvs
i =Ry +3y—3ys+u=h'n
o x=2h
—y2 =y +3ys =3y +ys =h’n
[ ]
e x="h(n—23)
—Vn—3+ 3))1172 - 3))1171 +yn= h3(7'5+yn,3)
dvs
—Yn-3— h3yn73 + 3yn72 - 3)’n71 = h37l' =3
e x=h(n—2)

~Yn—2+3Vn—1—3Vn +Ynt1 = h3(75 +yn—2)
Med hjilp av approximationen y'(1) = 0 far vi (y,+1 —y»)/h =0 dvs

—Yn-2— h3yn72 +3yn1= nm— 2y, = nr +6
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Ekvationerna ovan kan formuleras som

3 -3 1
—1-rm 3 -3 1
—1-r 3 -3

—1-n

—1-n

-3
3
—1-n

-3
3

Y1
»

Yn—1

[h3(m+2)
B
B

W
Wr—3
Br—6

+2]




