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TENTAMEN I GRUNDKURS I NUMERISKA METODER - DEL 2

Rittas endast om del 1 dr godkiind. Betygsgrins (inkl bonuspoing): 10p D, 20p C, 30p B, 40p A.
Maximal poédng 50 + bonuspoing (max 4p). Betygen for A och B reduceras med wiki-bonuspodngen
(max 1p). Minirdknare ir ej tilliten pad denna tentamen. Svar skall motiveras och utrdkningar
redovisas. Korrekt svar utan motivering eller med felaktig motivering medfoér poidngavdrag. Da
algoritmbeskrivning begirs, avses om inte annat anges beskrivning i Matlab. Eftersom miniridknare ej
ar tillaten #r det tillatet att 1amna enkla berdkningsuttryck oférenklade.

OBS: Du far ej anvinda matlabs inbyggda funktioner for ODE-16sning, integration, derivering, eller
funktioner for att hitta nollstélle.

Uppgift 1 [13p] Vi vill 16sa det olinjidra ekvationsystemet

= 2"+ flx+y)
2 = x+yt+ztet
= sin(x+y+z)

ddr f(x+y) édr en komplicerad funktion endast tillgéinglig i form av ett program. Vi vill 16sa detta
problem med Newton’s metod i flera variabler.

(a) Still upp en metod for Jacobianberdkning for det olinjdra ekvationssystemet. Elementen i Jaco-
bianen ska beridknas med noggrannhetsordning 2. Skriv som program i en funktionsfil (MAT-
LAB eller julia). Programmet far anropa f endast for tva ganger.

(b) Anvind (a) och skriv ett program som berdknar 16sningen till det olinjdra ekvationssystemet.
Bestdm ett startvirde fran approximationen x =~y ~ 1.

Losning:

(a) Anvénd finita differenser for ett tva element:

7&T + f(x‘i'h'*‘y)z—hf(x—h'i')‘) e+ f(x‘i‘h‘*‘y)z—hf(X—h‘Fy) oty
J(x) ~ 1+ 5t 1 | 4 v
cos(x+y+z) cos(x+y+2z) cos(x+y+z)

Observera att finita differenserna blir desamma for bada partiella derivator sa att vi i program-
koden bara behover berikna f1=f (x+h+y) och £2=f (x+y-h) en ging.

function J(x,y,2z)
f1=f (x+h+y)
£2=F (x-h+y)



J=zeros(3,3);
J(1,1)=zxexp(x+y)+(£1-£2) / (2*h) ;
J(1,2)=z*xexp(x+y)+(£1-£2) /(2%h)
J(1,3)=exp(x+y)
J(2,1)=1+exp(x+2) ;

J(2,2)=1;

J(2,3)=1+exp(x+z);
J(3,1)=cos(x+y+z);
J(3,2)=cos(x+y+z);

J(3,3)=cos (x+y+z) ;

(b) Startgissning for zo erhalls till exempel genom att betrakta den sista ekvationen och 16sa den
exakt givet xg = yo = 1. Newtons metod i flera variabler startgissning fran sista ekvationen blir
n/2=x+y+zdvsz=m/2—x—y.

x=[1;1;pi/2-1-1];

h=inf;

TOL=1e-10;

while (norm(h)>TOL)
h=J(x(1),x(2),x(3))\ff(x);
x=x-h;

end

dar funktionen f definieras som

function y=£ff (x)
y=zeros(3,1);
y(1)=x(3)*exp(x(1)+x(2))+£ (x(1)+x(2))-1;
y(2)=x(1)+x(2)+x(3) +exp (x(1)+x(3))-2;
y(3)=sin(x(1)+x(2)+x(3))-1

end

Uppgift 2 [12p] Betrakta en likformig diskretisering av intervallet [a,b], dvs xo =0 <x; < -+ <X, =
2 med stegldangd A. Vi vill approximera integralen (av en snill funktion f)

n—1

/ " ) dx e I(h) = Y oif (xi+h/2).
a i=0

Bestdm det o; som ger hogst noggrannhetsordning. Vilj ¢ sa att det beror pa 4 men inte f. Motive-
ring/bevis krivs.

Losning: Pa samma sitt som hdrledningar for andra integralapproximationer tittar vi pa felet i
varje intervall, dvs felet ar

/f Ydx—I(h /:+h — 0 f(xi+1/2).



Vi studerar felet i varje term (vi antar utan forlust av generalitet i = 0)

h
Amﬂm+ﬂﬁh—aj@u+m9) (1)

Taylorutveckling ger

S2

fo+s) = f(xo)+sf (x0)+5f" (x0) +O(s")
2

fxo+h/2) = flxo)+ gf/(xo) - %f”(xo) +O(k)

Termvis integration ger

h W2 3
| s ds = f(x0) + T (50) + 51 (30) + O(A)

Vi samlar termerna (1) efter derivator

h h2 h h} h2
[ 70+5)ds—wf (ro-+1/2) = f(x0) (h—0) + (30) (5 = 603+ £ (50) (5 — 0 g) +O(oul”)+ O(H*).
Vi ser att valet oy = h gor att de forsta tva termerna forsvinner (och annars forsvinner de inte). Felet i
en term #r di O(h?). Felet for hela integralen blir

b n—1 rx;+h
|/ f@dx—10] =% |50 = auf i /2) | = nOGR) = (b a) /)O) = OGR).

Uppgift 3 [11p] Ingenjoéren Irina har under den varma férsommaren tagit ett foto pa en blomma och
vill analysera hur vil blomman 6verrensstimmer med en mjuk kurva. Vi ska anpassa kurvan som ges
av koordinaterna (diar 0 < 6 < 2m)

x(0) = xo+r|sin(360+7/2)|cos(6+1o) (2a)
y(0) = yo+r|sin(360+m/2)|sin(6 +19) (2b)
och plottas sa har Var god vind —

xv=linspace(0,2*pi,700); t0=pi/80;
plot (xO+r*abs (sin(3*xv+pi/2)) .*cos (xv+t0) ,yO+r*abs (sin(3*xv+pi/2)) . *sin(xv+t0))

Kurvan visas i figuren till vénster for vissa x0, yO och r. For att anpassa kurvan har hon métt hrnen
av blommans blad markerade med prickar och sparat dess koordinater i xb och yb. Sex punkter i
av funktionen (2) &r markerade i figuren till vénster for 6-virden 0,7/3,27/3,3n/3,47/3,57/3.
Bestdam kurvan sa att hornen i de tva bilderna passar ihop (i minstakvadratmening) genom att hitta de
bista valen av xg, yo och r. Du kan svara antingen med ett program (matlab eller julia) eller med en
beskrivning av A, x och b i det 6verbestdamda systemet.
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Losning: Vi betraktar ekvationerna motsvarande de sex punkterna:

0 ~ —xp+x0+r|sin(36;+7/2)|cos(6 +19)
(36> +7/2)|sin(6; +19)

—Xp2 +x0 + r|sin(362 4 7/2)| cos (6> +19)
~  —yp+yo+r|sin(36,+7/2)|sin(6, +10)

Q

—Yp1 + Yo + | sin

©c o o
Q

o
l

—Xp6 + X0 + 1| sin(366 + 7/2)| cos(6s + 1)
0 =~ —yps+yo+r|sin(36s+ m/2)|sin(6g+19)

Detta ar ett linjdrt Overbestamt ekvationssystem eftersom vi kan skriva

Ax=~b
dar
X0
X= (Yo
r
och ) ) o
1 0 |sin(36,+m/2)|cos(6; +10) Xp1
0 1 |sin(36,+m/2)|sin(6; +10) Vb1
1 0 |sin(36,+7/2)|cos(6r+1) Xp2
A= [0 1 [sin(36,+7/2)[sin(62+10) | b= |V
1 0 |sin(366+7m/2)|cos(66+10) Xb6
10 1 ]sin(396+7r/2)|sin(66+t0)_ | Vb6 |

Uppgift 4 [14p] Vi vill 16sa begynnelsevirdesproblemet
Yit) = 2y(t) +x() +1
X(t) = y()+x(1)
med x(1) =1, y(1) =3 och y/(1) =4.

(a) Skriv om problemet pa standardform, dvs som ett férsta ordningens ODE-system. Anvénd ek-
vationer. Ingen programmering.



(b) Skriv ett program som genomfor Euler bakat med 2 = 0.1 pa systemet i (a) och berdknar x(2.5).

(c) Hur beter sig felet i metoden i (b) som funktion av i#? Sketcha en figur i en log-log figur enligt
nedan. Markera tydligt virden pa x- och y-axlar.
OBS: Du skriv/rita svaret i dina tentapapper inte pa detta uppgiftformulir.
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Losning:

(a) Vi definierar

Derivering och inséttning ger

y'(t) 2(1)
Z(t)= |Y'(t)| = |2a(t) +z(1) +1
X' (1) | z(t) +z3(1)
Vi kan dérfor skriva
Z(t) =Az(t) +b
dér
010
A=1{2 0 1f, b=|1
1 0 1
(b) Bakat Euler definieras av
Ziv1 = zZp+h(zip)
Zry1 = Zk+h(Azg +b)

Denna ekvation kan omformuleras till

Ziy 1 = (I —hA) " (z +hb).

MATLAB program:

A=[ 0, 1,0; 2, 0,1; 1,0,1]1;
b=[0;1;0];

h=0.1;

t=1;

z=[3;4;1]



while t<2.5

z=(eye (3)-h*A)\ (z-h*b) ;
t=t+h;

end

x25=2z(3) ;

(c) Metoden har noggrannhetsordning 1 sa figuren blir:
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