Losningar till 5B1752 Optimeringsliara for E, 10/1-07

Uppgift 1.(a)
Infér foljande beslutsvariabler:

x; = antal kg av produkten P; som blandas till per vecka.
y; = antal kg av ravaran R; som kops in per vecka.

Da kan foretagets fragestallning formuleras som féljande LP-problem i variablerna x; och y;:

n m
maximera E cja:j—g biy;

j=1 i=1

n

da Zaijxj—yizo, izl,...,m
j=1
OSCL‘dej, jzl,...,n

Ogyigei, izl,...,m.
Om man vill s4 kan man eliminera variablerna y; ur problemet, med hjalp av bivillkoren

n
Y = Z a;jxj, varvid erhalls foljande LP-problem i enbart variablerna z;:
j=1

n
maximera E kjx;
Jj=1
n
da E aijr; <€, 1=1,...,m

j=1
ngjgdj, j=1,...,n,

m
dér konstanterna k; i malfunktionen ges av k; = ¢; — Z biaj.
i=1

Den forsta formuleringen ar nog att foredra. Det finns ingen anledning att vélja en formulering
med sa fa variabler som mojligt.



Uppgift 1.(b)

Att problemet ar ett minkostnadsflodesproblem foljer av att varje kolonn i A bestar av ett
element +1, ett element —1, och resten 0 :or. Varje rad i A svarar da mot en nod i natverket
och varje kolonn i A svarar mot en bage i natverket, ndmligen en bage fran den nod som
svarar mot raden med +1 ¢ill den nod som svarar mot raden med —1.

Nétverket bestar alltsa av 7 stycken noder samt bagméngden

B={(1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7),(2,3), (2,4), (2.5), (2,6), (2,7)}.

Noderna nr 1 och 2 ar kéllnoder, var och en med pafyllningen 5 flddesenheter.

Noderna 3, 4, 5, 6 och 7 &ar sdnknoder, var och en med avtappningen 2 flodesenheter.

Vi kallar fortsattningsvis variablerna for x;; och motsvarande kostnader for c;;, dvs
_ T
X = (713, T14, T15, T16, T17, T23, T24, 25, T26, T27) ' Och
T
¢ = (c13, €14, €15, C16, C17, C23, C24, C25, €26, C27) -

Den foreslagna losningen uppfyller AX = b och X > 0.

Vidare svarar den mot ett uppspannande trad i natverket med basbagarna
B/B = {(173)7 (1,6), (1,7), (274)7 (275)7 (276)}'

Den foreslagna l6sningen X ar alltsa en tillaten baslésning.

De reducerade kostnaderna ges nu ur formeln

rij = ¢ij — y; +y; for alla icke-basbagar,
dar skaldrerna (simplexmultiplikatorerna) y; ges ur formeln
y; —yj = ci; for alla basbagar samt y7 = 0.

Skalarerna y; berdknas i exempelvis foljande ordning;:

Forst satts y7 = 0, vilket géller per definition.

Basbagen (1,7) ger sedan att y; — y7 = c17, dvs y1 = c17 = 4.

Basbagen (1,6) ger sedan att y; —yg = c16, dvs yg = y1 —c16 =4 —3 = 1.
Basbagen (1,3) ger sedan att y; —y3 =c13,dvs ys =y —ci3 =4 —3 = 1.
Basbagen (2,6) ger sedan att yo — yg = co6, dvs yo = yg + o6 = 1+6 = 7.
Basbagen (2,5) ger sedan att y2 — ys = co5, dvs ys = ya —Co5 =7 — 5 = 2.
Basbagen (2,4) ger slutligen att yo — y4 = co4, dvs yg = y2 —coq =7 —4 = 3.
Nasta steg ar att berdkna reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna, vilket ger
ry=cu—y1tys=2-4+3=1,

rs=ci5—y1tys=3—-4+2=1,

ro3 =Co3 — Yo+ ys=7-—-T7+1=1,

ror =cCor —Yy2+yr =8—-T7+0=1.

Eftersom alla r;; > 0 sa ar den givna tillatna baslosningen optimal.

Anmérkning: Problemet kan ocksa losas som ett transportproblem.



Uppgift 2.(a)
Infor slackvariabler x4, x5 och xg sa att problemet blir pa standardformen

T

minimera c¢'x
da Ax=b,
x >0,
1 1 0 -1 0 0 4
dir A=|1 0 1 0 -1 0|, b=|4]ochec=(1,2 50,0 07.
0O 1 1 0 0 -1 4

I startlosningen ska enligt uppgiftslydelsen x1, xo och z3 vara basvariabler,
dvs 8= (1,2,3) och § = (4,5,6).

1 1 0
Motsvarande basmatris gesav Ag= | 1 0 1
0 1 1

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

11 0 by 4 by 2
dvs 1 0 1 92 = | 4 |, med 16sningen b = l_)g =1 2
0 1 1 b3 4 bs 2

Har anvande vi den givna raknehjélpen.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 1 0 Y1 1 Y1 -1
dvs 1 0 1 y2 | = | 2 |, med l6sningen y=| y2 | = 2
0 1 1 Y3 5 Y3 3

Har anvande vi igen den givna raknehjalpen.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r;sr —cs—y As =

-1 0 0
=(0, 0, 0)— (-1, 2, 3) 0 -1 0] =(-1,2,3).
0 0 -1
Eftersom rs, = r4 = —1 ar minst, och < 0, ska vi lata x4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a, ur systemet Agay = ay,

1 1 0 a14 —1 a14 —0.5
dvs 1 0 1 aoy | = 0 |, med l6sningen ag = | aoq | = | —0.5
0 1 1 asy4 0 as4 0.5

Har anvéande vi igen den givna raknehjalpen.

Det storsta varde som den nya basvariabeln x4 kan ¢kas till ges av
bi by 2

— | au>0p=—=—.

G | } si 05

Minimerande index &r ¢ = 3, varfor x3, = x3 inte lingre far vara kvar som basvariabel.

tmax: min {

(2



Nu ar alltsa 8 = (1,2,4) och § = (3,5,6).

1 1 -1
Motsvarande basmatris gesav Ag=| 1 0
0 1 0

Basvariablernas viarden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

11 -1 by 4 by 4
dvs 1 0 0 b | = 4 |, med l6sningen b= by | =| 4
L0 1 0 bs 4 b3 4

Vektorn y med simplexmultiplikatorernas vérden erhalls ur systemet A;y = cg,

110 Y1 1 1 0
dvs 1 01 yo | =1 2 |, med I6sningen y=| yo | = | 1
-1 00 Y3 0 Y3 2
Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av r;r =c;—y'A; =
0 0 0
=(5,0,0—-(0,1,2)|1 -1 0| =(21,2).
1 0 -1

Eftersom rs > 0 sa dr den aktuella baslosningen optimal.
Alltsd ar punkten 21 =4, 29 =4, x3 =0, x4 = 4, x5 = 0, x4 = 0 optimal.
Optimalvirdet dr c¢'x = 12.

Uppgift 2.(b)
Om primala problemet &r pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x >0,

sa ar det duala problemet
maximera b'y da A'y <c,
som utskrivet blir:
maximera 4y + 4ys + 4ys
da y1+y2 <1,

Y1+ys <2,

Y2 +y3 <5,

—y1 <0,

—y2 <0,

—y3 < 0.

Det ar vélkant att en optimal 16sning till detta duala problem ges av vektorn y med
“simplexmultiplikatorerna” i optimala baslosningen i (a)-uppgiften, dvs y = (0, 1, 2)T.
Man kontrollerar snabbt att detta &r en tillaten 16sning till det duala problemet.
Vidare &r optimalvirdet by = 12 = optimalvirdet fér det primala problemet ovan.



Uppgift 3.(a)
l‘% — T2 — 51

w%—i—xg—(SQ

Vi har att h(x) = och f(x) = $h(x)Th(x) > 0 for alla x € IR

T3 — 11— 03
T3+ 21 — 04
Speciellt om alla §; = 0 och % = (0, 0)T sd & h(%X) = (0, 0, 0, 0)" och f(%) =

D4 dr f(%) < f(x) for alla x € IR?, vilket innebér att % #r en global minpunkt till f(x).

Uppgift 3.(b)
Nu ér 6, = —0.1, d = 0.1, 03 = —0.2, §4 = 0.2 och x(!) = (0,0)T.
Deriveringar ger att

Vhl(x) = (2%1, —1), th(x) = (21‘1, 1), th(x) = (—1, 2.7,'2), Vh4(X) = (1, 2.7}2).

221 —1 0 -1
armed ar X) = , sa att X = ocC X =
—1 2z —1 0
1 2x9 1 0 —0.2

I Gauss-Newtons metod ska man l6sa ekvationssystemet
Vh(xM)TVh(xM)d = —~Vh(xD)Th(x(1)

Ivﬁthﬂé:Vh@ﬂUTVMXm):[g g] och Vh(xW)Th(x(1) (_83)

o . . 2 0 di\ (04 . 1 _ (02
sa ekvationssystemet blir [0 2] <d2> = <0.2), med l6sningen d\*) = 01/

Vi provar ) = 1, sa att x) = x(1) 4 ¢,dM) = x4 dM) = (8?>

Da bhr

hi(x®) =0.04 — 0.1 + 0.1 = 0.04,
ha(x®)) = 0.04 +0.1 — 0.1 = 0.04,
hs(x®) = 0.01 —0.24 0.2 = 0.01,
ha(x®) = 0.01 +0.2 - 0.2 =0.01,

sa att f(x(?)) = 0.0017 < 0.05 = f(x1). Steget t; = 1 gick alltsa bra.

Déarmed har vi utfort en fullstdndig iteration med Gauss-Newtons metod.



Uppgift 3.(c)
Nu ér 8; = 0.1, dy = 0.1, d3 = 0.2, 64 = 0.2 och xM) = (0,0)T.

0 -1 —0.1
5 bl M 0 Wy= | 01| g O Th(x®) = ©
Da blir Vh(x'") = 1 och h(x'") = oo | s att Vh(x'") h(x'") = 0)
1 0 —0.2

Ekvationssystemet i Gauss-Newtons metod blir da
[0 2] <d2> = <0>, med 16sningen d'V) = o)
Oavsett steglingd blir dirmed x® = x®) 4 ¢;d® = x®) = (8) och algoritmen stannar.

Fragan dr nu om x® = <8> ar en lokal minpunkt till f(x).

Vi har att gradienten V f(x(?)T = Vh(x®)Th(x(?) = <8>,

4
och hessianen F(x?) = Vh(x®)TVh(x®) + Z hi(x?) H; (x?) =
i=1

I R b R b B R R L R el

En symmetrisk 2 x 2-matris [ Z

a >0, ¢>0och ac—b? > 0, vilket &r uppfyllt for ovanstaende hessian F(x().

b . .. .
c} ar positivt definit om och endast om

Eftersom dessutom Vf(x() = (0,0) sa ar x(® (atminstone) en lokal minpunkt till f(x).



Uppgift 4.
Vi har ett kvadratiska optimeringsproblem med linjara olikhetsbivillkor pa formen

minimera %XTHX +c'x da Ax > b,

200 0 110 3
dir H=]10 2 0|, ¢c=]|10], A=[1 0 1 |och b=]6
00 2 0 011 7

Forsta iterationen: I den givna startpunkten ar alla tre bivillkoret uppfyllda med likhet.
Darfor startar vi med a = (1,2,3) och v tom.

1 2 110
Daar x=1| 2 |, Hxk+c=| 4 Joch A,=|1 0 1
5 10 01 1

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty med hjalp av den givna rdknehjélpen erhalls att

Hx +c=Ala med @ = (-2, 4, 6)T, sa vi gar till Steg 2.

Har konstateras att 43 < 0 (och minst), varfor a; = 1 flyttas 6ver till y—vektorn.
1 01 }

01 1}

I Steg 3 ska vi minimera 1d"Hd + (HX + ¢)"d under bivillkoret A,d = 0,

Sedan gar vi till Steg 3 med v = (2,3), v = (1) och A, = [

Optimalitetsvillkoren for detta konvexa QP-problem med likhetsbivillkor ges av
Hd - Alu=—(Hx +c) och A,d=0.

Eftersom H = 21 och ¢ = 0 sa ger de forsta ekvationerna att d =
0.

1 ) u 6
3 3 — l T — X 1 e
insatt i A,d = 0 ger systemet ;A A u= A.X, dvs [0‘5 1 ] uz) <7>
2/3
. . . 10/3 q 1 AT —
Losningen till detta system ar u = , varefter d = A u —X = 2/3
16/3 —9/3

Eftersom % +d = (5/3, 8/3, 13/3)T uppfyller alla bivillkor later vi denna punkt
bli ndsta iterationspunkt X och gar till Steg 1.

5/3 10/3 10 1
Nuiara=(2,3),y=(1), x=1| 8/3 |, Hx+c=| 16/3 | och Aa:[o 1 1].
13/3 26/3
. CT A _ T- _ 10/3 e . e .
Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HXx + ¢ = A G med 0 = 16/3 ) sa vi gar till Steg 2.
Har konstateras att 1 > 0, varfor den aktuella iterationspunkten
5/3 0
x=| 8/3 |, tillsammans med vektorn § = | 10/3 |, uppfyller optimalitetsvillkoren,
13/3 16/3

dvs HR +c=AT§y, Ax>b, § >00ch §T(AX —b) =0. Vi stannar darfor hér.



Uppgift 5.

Problemet kan skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) <0,i=1,...,8.

fx) = (x1 — @) + (22 — q2)* + (w3 — @3)%,

g1(x) = =14z +x9+ 23, g2(X) = =1+ 21 + 29 — 23,
93(x) = =14z —x2+ 23, g4(x) = —1+ 21 — 22 — 23,
g5(x) = =1 — 1 + w2+ 23, g6(x) = —1 — 1 + 2 — 23,
g7(x) = —1—x1 —xa+ 3, g3(x) =—1—121 — 22 — T3.

X
X

Problemet har tydligen en konvex kvadratisk malfunktion och 8 st linjara olikhetsbivillkor.
Déarmed ar KKT-villkoren bade nédvandiga och tillrdckliga for en global optimallésning,.

8
Lagrangefunktionen kan skrivas L(x,y) = f(x) + Z vigi(x) =
i=1

= (21— q1)% + (22 — 2)* + (23 — ¢3)* +

+yi(—1+z1 + 22+ 23) +y2(—1+ 21 + 22 —23) +

+y3(—1+ 21 — 2o+ 23) +ya(—1+ 21 — 22 —23) +

+ys(—1 —z1 + 22+ 23) +ys(—1 — 21 + 22 — 23) +

+yr(=1 — 21 — w2+ 23) +ys(—1 — 21 — 22 — x3).

KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt foljande.

(KKT-1) OL/dx; =0for j =1,2,3:
2@ —q)+y1ty2tys+ya—Ys —Ye —yr —ys =0,
22 —q2) ty1tY2—ys —ya+Ys +Ys —yr —ys = 0,
23 —q3)+y1—y2+tys —yat+ys — Yo+ yr —ys = 0.

(KKT-2) Tillaten punkt: g¢;(x) <0, fori=1,...,8.

(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa: y; >0, for i =1,...,8.

(KKT-4) Komplementaritetsvillkor: y;g;(x) =0, fori=1,...,8.

5.(a)

Hir &r q = (—0.5, 0.4, —0.4)T.

I punkten % = (0.4, 0.3, —0.3)T &r enbart det 6:e bivillkoret aktivt,
medan ovriga 7 st bivillkor ar uppfyllda med strikt olikhet.

Samtliga y; utom yg maste alltsa vara = 0 i KKT-villkoren.

De aterstaende KKT-villkoren som maste uppfyllas i X ar da

ye > 0

2(—0.4 + 0.5) —y6 =20 (6L/8;1:1 = 0)

2(03-04)4+ys =0 (OL/0xzy = 0)

2(—-0.34+0.4)—ys =0 (OL/0x3 =0)
(

dual tillatenhet)

Samtliga dessa villkor uppfylls om yg = 0.2.
KKT-villkoren ar alltsa uppfyllda i X som ddrmed &ar en global optimallosning,.



5.(b)

Hir #r q = (—0.8, 0.6, —0.1)T.

I punkten % = (—0.6, 0.4, 0)7 &r enbart det 5:e och det 6:e bivillkoret aktiva,
medan ovriga 6 st bivillkor ar uppfyllda med strikt olikhet.

Samtliga y; utom y5 och yg maste alltsa vara = 0 i KKT-villkoren.

De aterstaende KKT-villkoren som maste uppfyllas i X ar da

2(—0.64+0.8) —ys —y6 =0 (OL/0x1 = 0)
2(04—-0.6)4+ys +y6 =0 (OL/0x2 = 0)
2040.1)+ys —ys =0 (OL/0x3 = 0)

ys >0 (dual tillatenhet)

ye > 0 (dual tillatenhet)

Samtliga dessa villkor uppfylls om y5 = 0.1 och yg = 0.3.
KKT-villkoren ar alltsa uppfyllda i X som didrmed &ar en global optimall6sning.

5.(c)

Hir &r q = (—0.7, 1.9, -0.5)T.

I punkten % = (0, 1, 0)T &r 1:a, 2:a, 5:e och 6:e bivillkoren aktiva,
medan Ovriga 4 st bivillkor ar uppfyllda med strikt olikhet.
Déarmed maste y3 = y4 = y7 = ys = 0 i KKT-villkoren.

De aterstaende KKT-villkoren som maste uppfyllas i X ar da

204+0.7) +y1 +y2 —ys —y6 =0
20-19)4+yi+y2+ys+ys =0

OL/0x; = 0)
8L/3x2 = 0)

(
(
(
y1 >0 (dual tillatenhet
(
(
(

20405)+y1 —y2+ys —ys =0 OL/0x3 = 0)

)
yo >0 dual tillatenhet)
ys >0 dual tillatenhet)

)

ye > 0 dual tillatenhet

Gauss-Jordans metod tillampad pa ekvationssystemet

Y1 +y2—ys —ye = —1.4
yity2+ys+ys= 1.8
Y1 — Y2 +ys —ys = —1.0

n 1.2 1
1.4 -1

ger foljande 16sningar: Y21 = +t- for varje t € IR.
Ys 1.6 -1
Y6 0.0 1

Vi ser att om 1.2 <t < 1.4 (t ex t = 1.3) sa ar samtliga y; > 0, och da &r
KKT-villkoren uppfyllda i X som darmed &r en global optimallosning.



