Losningar till 5B1752 Optimeringsliara for E, 19/10-06

Uppgift 1.(a)

Forst anvinder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen

1 1 0
A=1|-1 0 1
0 -1 -1

Addition av 1 ganger forsta raden till andra raden ger till resultat matrisen

1 1 0
0 1 1
0 -1 -1

Addition av —1 ganger andra raden till forsta raden, samt addition av 1 ganger andra raden
till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 0 -1
0 1 1| =0.
0 0 O

Nu ar A overford till trappstegsform med tva trappstegsettor.

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 2 i A.

1 1
De tva vektorerna | —1 | och 0 | utgor alltsa en bas till R(A)
0 -1

En bas till N(A) kan bestdmmas enligt f6ljande:
Satt x3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestdm sedan x; och zo (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
sa att Ux = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn | —1 | till N (A).
1

Fortsattning pa nista sida.



Nu anvander vi Gauss—Jordans metod pa matrisen

1 -1 0
AT=11 0 -1
0 1 —1

Addition av —1 ganger forsta raden till andra raden ger till resultat matrisen

1 -1 0
0 1 -1
0 1 -1

Addition av 1 ganger andra raden till forsta raden, samt addition av —1 ganger andra raden
till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 0 -1
0 1 -1 | =U
0 0 O

Nu ar AT 6verford till trappstegsform med tvd trappstegsettor.

En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i U, dvs kolonnerna 1 och 21 AT.

1 —1
De tva vektorerna | 1 | och 0 | utgor alltsa en bas till R(AT)
0 1

En bas till N'(AT) kan bestimmas enligt foljande:
Satt y3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestdm sedan y; och y, (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
sa att Uy = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn | 1 | till AV(AT).
1



Uppgift 1.(b).

Vi far foljande tillatna baslosning mha “North West Corner”-metoden:

x;; | kundl | kund2 | kund3 | a;
lev 1 20 10 30
lev 2 10 20 30

b; 20 20 20

Svarande mot den tillatna baslosningen ovan far vi foljande simplexmultiplikatorer
u; och vj, berdknade ur relationen c;; = u; — v; for basvariabler samt vs = 0.

c¢ij | kundl | kund2 | kund3 | u;
lev 1 5 3
lev 2 6 4

Uj —4 —2 0

Dérefter far vi foljande reducerade kostnader r;; for ickebasvariablerna,
utraknade mha relationen r;; = ¢;; — u; + vj.

r;; | kundl | kund2 | kund3 | w;
lev 1 1
lev 2 -1

Uj —4 -2 0

Eftersom 791 ar minst, och < 0, ska vi lata z91 bli ny basvariabel.

Lat x91 = t, dar ¢ okar fran 0. D& paverkas basvariablernas varden enligt foljande:

x;; | kundl | kund2 | kund3 | a;
levl| 20—t | 10+t 30
lev 2 t 10 —¢ 20 30

b; 20 20 20

Vi ser att ¢ kan oka till hogst 10, da basvariabeln x99 har gatt ner till 0.
I den nya baslésningen ar xo; basvariabel i stéllet for xoo:

x;; | kundl | kund2 | kund3 | a;
lev 1 10 20 30
lev 2 10 20 30

b; 20 20 20

Svarande mot denna tillatna baslésning far vi féljande simplexmultiplikatorer
u; och vj, beréknade ur relationen ¢;; = u; — v; for basvariabler samt v3 = 0.

c¢ij | kundl | kund2 | kund3 | u;
lev 1 5 3
lev 2 7 41| 4
vj -3 -1 0




Dérefter far vi foljande reducerade kostnader r;; for ickebasvariablerna,
utraknade mha relationen r;; = ¢;; — u; + vj.

r;j | kundl | kund2 | kund3 | w;
lev 1 0
lev 2 1 4
vj -3 -1 0

Eftersom alla r;; > 0 sa ar denna baslsning optimal.
Optimalvérdet ar 5-10+3-20+ 7 - 10 + 4 - 20 = 260.

Ickebasvariabeln x13 har ri3 = 0, vilket betyder att malfunktionsvardet inte dndras
om vi 6kar z13 fran 0 (och samtidigt &ndrar basvariablerna sa att bivillkoren forblir
uppfyllda).

Lat x13 = t, dar t okar fran 0. D& paverkas basvariablernas varden enligt foljande:

x;; | kundl | kund2 | kund3 | a;
levl| 10—t 20 t 30
lev2 | 10+t 20—t | 30

b; 20 20 20

Vi ser att ¢ kan 6ka till hogst 10, da basvariabeln x1; har gatt ner till 0.
I den nya baslésningen ar x13 basvariabel i stéllet for xq1:

x;j | kundl | kund2 | kund3 | a;
lev 1 20 10 30
lev 2 20 10 30

b; 20 20 20

Svarande mot denna tillatna baslésning far vi foljande simplexmultiplikatorer
u; och vj, berdknade ur relationen c;; = u; — v; for basvariabler samt v3 = 0.

¢ij | kundl | kund2 | kund3 | u;
lev 1 3 2
lev 2 7 4| 4
vj -3 -1 0

Dérefter far vi foljande reducerade kostnader r;; for ickebasvariablerna,
utraknade mha relationen r;; = ¢;; — u; + vj.

r;; | kundl | kund2 | kund3 | w;
lev 1 0
lev 2 1 4
vj -3 -1 0

Eftersom alla r;; > 0 sa ar aven denna baslosning optimal.

Optimalvérdet ar 3-20+2-10+ 720+ 4 - 10 = 260, dvs samma som tidigare.



Uppgift 2.(a)
Om vi infor slackvariabler x5 och g, for att overfora olikhetsbivillkoren till likhetsbivillkor,

sa far vi ett LP-problem péa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=Db,
x>0,
o 11 -1 -1 10 (90 e
dirA=|, | 1 | o 1}, b—<45>ochc — (-3, 4,-2, 5,0, 0).
Startlosningen ska ha basvariablerna x5 och xg, dvs § = (5,6) och § = (1,2,3,4).

L O},medan A(;:[l -l _1].

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ 0 1 1 1 1 —1

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[1 0] /b1 _ (90 = (b (90
dvs 0 1) <b2> = <45>, med losningen b = <b2> = <45>.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet A;y = cg,

-10_y1_0 (w1 _ (O
dvs 01 <y2> —(0),medlosn1ngen y = <y2> = <0)

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

1 1 -1 -1
T _ T _ T — (— — —
rs =cs —y As (—=3,4,-2,5)—(0,0) {1 -1 1 —1

] =(-3,4,-2,5).

Eftersom rs, = r; = —3 &ar minst, och < 0, ska vi lata z; bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga; = ay,

1 0 ail\ 1 .. - (a1 _ 1
dvs [0 1} <Ez21> = <1>, med losningen a; = <621> = <1>

Det storsta varde som den nya basvariabeln x; kan ¢kas till ges av
b; 90 45 45 b
"M = min{ — | @; > 0p = min{ —, — ===
i a;1 1 1 1 a21
Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x5, = x¢ inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x7.

Nu ar alltsa 8 = (5,1) och 6 = (6,2, 3,4).

11

01

},medan A(;:[(l) 71 _1 _i]

Motsvarande basmatris ges av Ag = {

Basvariablernas viarden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 1] (b _ (90 _ (b (45
dvs [0 1} <l_)2> = <45>, med IGsningen b = (52> = <45>.



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 0 Y1\ 0 . (Y1) 0
dvs {1 1} <y2> = <_3>,med l6sningen y = (y2> = (_3>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

0 1 -1 -1

} =(3,1, 1, 2).
Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Darmed ar punkten xy = 45, o2 = 0, x3 = 0, x4 = 0 optimal till det ursprungliga
problemet. Optimalvérdet ar z = —135.

Uppgift 2.(b)

Antag nu att ¢’ = (=3, 4, -2, 2, 0, 0) i stillet for (-3, 4, -2, 5, 0, 0).

Om vi startar fran slutlésningen ovan, med 5 = (5,1) och § = (6,2, 3,4), sa géller
fortfarande att

11 0 1 -1 —11 = [45 0
Aﬁ_[o 1}’A‘S_[1 -1 1 —1]’b_(45> OChy_<—3>'

Men reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges nu av

0 1 -1 -1
rl =c] —yTAs=(0, 4,2, 2)—(0,—3)[1 g _1}:(3, 1,1,-1).

Eftersom rs, = r4 = —1 ar minst, och < 0, ska vi lata x4 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn a; ur systemet Aga, = ay,

1 1 aa) (-1 __ fau\ _ 0
dvs [0 1} <dg4> = <1>,med l6sningen ay = <d24> = <1>

Eftersom a4 < 0 sa kan x4 0ka obegransat, varvid malfunktionsvardet gar mot —oo.
Darmed saknar problemet dndligt optimalvarde och algoritmen avbryts.

Extra kommentar (som inte krévs):

Om man sétter z4 = t och later ¢ 6ka fran 0, medan de 6vriga ickebasvariablerna ligger kvar

vid 0, sa paverkas malfunktionen enligt z = Z+r4t = —135—1¢, medan basvariablernas varden
o . v = xIs o 45 . 0

paverkas enligt xg = b —ast, dvs <$1 ) = ( 15 > ( 1 ) t.
1 (t) 45 1
T2 (t) 0 0

. . T3 (t) . 0 0 . .

Detta kan skrivas x(t) = n | =] o +tl | =X+t d.
x5(t) 45 0
T6 (t) 0 0

Da ar Ax(t) = b och x(t) > 0 for alla t > 0, dvs x(t) ar en tillaten l6sning for varje t > 0,

medan ¢"x(t) =c'xg+t-c'd = —135 —t — +o00 da t — +o0.



Uppgift 2.(c)
Om primala problemet ar pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax =b,
x >0,

sa ar det duala problemet pa formen: maximera b'y da ATy < ¢, som hér blir:

maximera 90y; + 45y

da y1 + oy < =3,
y1o— Y2 <4,

| + Y2 S _27

—y1 — y2 <5,

Y1 é Oa

y2 < 0.

Om man ritar upp det tillatna omradet till detta problem i en figur med g; och ¥
pa axlarna sa ser man att det blir en femhorning med hérnen i koordinaterna

(—0.5, —2.5), (0, —3), (0, —4), (0.5, —4.5) och (1.5, —3.5).
Uppgift 2.(d)

I figuren ovan ska vi nu byta ut bivillkoret —y; — y2 < 5 mot bivillkoret —y; — yo < 2.
Men da ser man direkt att det inte finns nagot y som uppfyller bade y; + yo < —3

och —y; —y2 < 2. (Vilket &ven inses om man adderar dessa bada olikheter.)

Alltsa saknar det duala problemet tillatna losningar, vilket ar vad vi vantade oss eftersom
det primala problemet hade tillatna 16sningar men saknade (&ndlig) optimallosning.



Uppgift 3.
Lat x = <$13, 14, T23, x24)T < R4.
Eftersom alla R;; = 1 sa ar effektminimeringsproblemet ekvivalent med QP-problemet

minimera %XTIX ( = halva viarmeeffekten)

da Ax=b,
é (1) 8 8 1 1 0 0 500
dir 1= A= 0 0 1 1] och b=/[ 100
00 10 1 0 -1 0 —500
0001

Detta QP-problem &r i sin tur ekvivalent med det linjara ekvationssystemet

Ix — ATu = 0
Ax = b

Ur Ix— ATu =0 erhalls att x = ATu, som insatt i Ax = b ger ekv.systemet AATu = b.

2 0 -1 500
Ivart fallar AAT=| 0 2 —1| och b= 100
-1 -1 2 —500

Gauss-Jordans metod (eller Gausselimination) tillimpat pa ekvationssystemet

2 0 -1 Uy 500 150
0o 2 -1 ug | = 100 ger 16sningen u = —50
-1 -1 2 us —500 —200
1 -1
Voo o (20 [ s
Lankstrommarna ges sedan av x = ATu = =50 | = ,
0 1 -1 900 150
0o 1 0 —50

dvs r13 = 350, T14 = 150, xIo3 = 150 och Xog = —50.
Strommen i lanken (2,4) gar alltsa fran nod 4 till nod 2!

Uppgift 4.(a)
Problemet bestar i att minimera f(x) = %XTHX + ¢Tx utan nagra bivillkor,

. 10 —6 44
diar H= [—6 10} och ¢c= <_20>.

b
a >0, c>0och ac—b® > 0. Detta ar uppfyllt for var matris H, sa malfunktionen f
ar en strikt konvex kvadratisk funktion som dérmed har en unik global minimipunkt.
Denna minimipunkt erhalls som 16sningen till ekvationssystemet Hx + ¢ = 0,

dvs 10 -6 z1 _ (44 med 16sningen X = -
Yol-6 10 |\a) T\ 20)° ° S\

En symmetrisk 2 x 2—matris [ “ . } ar positivt definit om och endast om



Uppgift 4.(b)
Vi har ett kvadratiska optimeringsproblem med linjéra olikhetsbivillkor pa formen

minimera % x"Hx + c'x
da Ax>Db,

B 10 —6 44 10 0
dar H—[_G 10}, c-(_20>, A—[O 1]och b—(o).

Vi ska 16sa problemet med den metod som finns kortfattat sammanfattad pa formelbladet
(i form av ett antal “Steg”).

I den givna startpunkten X = (0, 0)T #r bigge bivillkoret uppfyllda med likhet.
Darfor startar vi med a = (1,2) och ~ tom.

10
01

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX + ¢ = Ald med @ = (44, —20)7, sa vi gar till Steg 2.

Da ar H>_<+c:<_;yol>och Aa:{ ],ochdéirmed AE:[[l) (1)]

Hér konstateras att o < 0 (och minst), varfor g = 2 flyttas 6ver till y—vektorn.
Sedan gar vi till Steg 3 med a = (1), y=(2) och Ao =[1 0].

I Steg 3 ska vi minimera % d"Hd + (Hx +¢)"d under bivillkoret A,d = 0,
dvs minimera 5d12 — 6d1do + 5d22 + 44d; — 20ds under bivillkoret att d; = 0.

Insdttning av d; = 0 i malfunktionen leder till att vi ska minimera 5d22 — 20dg med
avseende pa dy. Detta enkla envariabelproblem har den optimala I6sningen dy = 2.

2
denna punkt bli nésta iterationspunkt X och gar till Steg 1.

Nu ér a = (1), v = (2), i:(S), H>-<+c=<302)och A,=[1 0].

Vi far svaret “JA” i Steg 1, ty HX 4+ c = Al# med @ = 32, s& vi gar till Steg 2.

Vi far alltsa att d = (g) Eftersom X +d = <0> uppfyller alla bivillkor later vi

Har konstateras att 1 > 0, varfor den aktuella iterationspunkten

X = < g >, tillsammans med vektorn y = <302

dvs HR+c=A"y, AX>b, § >0o0ch §'(AX—b)=0. Vi stannar darfor har.

>, uppfyller optimalitetsvillkoren,



Uppgift 5.
Problemet kan skrivas pa formen: minimera f(x) da g;(x) <0,i=1,...,6,

dir f(x) = z1z273,
g1(x) = x1 — 11, gao(x) = w2 — 7, g3(x) = x3 — 13,
ga(x) = —x1 — 2, g5(x) = —w2 — 3, ge(x) = —x3 — 5.

6
Lagrangefunktionen kan skrivas L(x,y) = f(x) + Z vigi(x) =
1

= z1xox3 + y1(z1—11) + yo(z2—7) + y3(x3—13) + ya(—21—2) + y5(—22—3) + ys(—z3—5).
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt féljande.

(KKT-1) OL/0xz; =0 for j =1,2,3
Tox3 +y1 — Y4 = 0,
3Ty + Y2 — Y5 =0,
r122 + Y3 — ye = 0.

(KKT-2) Tillaten punkt: —2 <z <11, -3 <29 <7, =5 <z3 < 13.
(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa: y; >0, for i =1,...,6.

(KKT-4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;g;(x) =0 féri=1,...,6:
yi(z1 —11) =0, ya(z2 —7) =0, yz(xz—13) =0,
ya(—21 = 2) =0, ys(—a2 —3) =0, ys(—x3 —5) = 0.

Vi tar en hornpunkt i taget och undersoker om det gar att uppfylla ovanstaende.

x = (11,7,13)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y4 = y5 = y¢ = 0,

varefter villkoren 0L/0x; = 0 ger att y; = —91, yp = —143, y3 = —77.
Detta strider dock mot icke-negativitetskraven pa ;.

Alltsa ar x inte en KKT-punkt.

x = (—2,7,13)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y; = y5 = y¢ = 0,

varefter villkoren 0L/0x; = 0 ger att y4 = 91, yo = 26, y3 = 14.
Eftersom alla y; blev icke-negativa ar samtliga KKT-villkor uppfyllda.
Alltsa ar x en KKT-punkt!

x = (11,-3,13)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y4 = y2 = y¢ = 0,

varefter villkoren 0L/0x; = 0 ger att y; = 39, ys = 143, y3 = 33.
Eftersom alla y; blev icke-negativa ar samtliga KKT-villkor uppfyllda.
Alltsa ar x en KKT-punkt!

x = (11,7,-5)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y4 = y5 = y3 =0,

varefter villkoren 0L/0x; = 0 ger att y1 = 35, y2 = 55, ys = 77.
Eftersom alla y; blev icke-negativa ar samtliga KKT-villkor uppfyllda.
Alltsa ar x en KKT-punkt!

10



x = (11,-3,-5)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y4 = y2 = y3 =0,

varefter villkoren 0L/0x; = 0 ger att y1 = —15, ys = —55, ys = —33.
Detta strider dock mot icke-negativitetskraven pa ;.

Alltsa ar x inte en KKT-punkt.

x = (—2,7,-5)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y; = y5 = y3 = 0,

varefter villkoren 0L/0x; = 0 ger att y4 = —35, yo = —10, ys = —14.
Detta strider dock mot icke-negativitetskraven pa ;.

Alltsa ar x inte en KKT-punkt.

x = (—2,-3,13)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y; = y2 = y¢ = 0,

varefter villkoren dL/0x; = 0 ger att y4 = —39, ys = —26, y3 = —6.
Detta strider dock mot icke-negativitetskraven pa ;.

Alltsa ar x inte en KKT-punkt.

x=(-2,-3,-5)T:

Komplementaritetsvillkoren ger att y; = y2 = y3 =0,

varefter villkoren OL/0x; = 0 ger att y4 = 15, y5 = 10, ys = 6.
Eftersom alla y; blev icke-negativa ar samtliga KKT-villkor uppfyllda.
Alltsd ar x en KKT-punkt!

Precis hélften av hornpunkterna ar alltsa KKT-punkter, namligen de
hoérnpunkter som har ett udda antal negativa koordinater.

Om x € F° sa ger kompl.villkoren att samtliga Lagrangemultiplikatorer y; = 0,
varefter villkoren OL/0x; = 0 ger att x129 = xox3 = x321 = 0.
Detta ér uppfyllt om och endast om minst tva av de tre variablerna x; ar noll.

KKT-punkterna i F° bestar alltsa av

dels de punkter pa zi-axeln som uppfyller —2 < x1 < 11,
dels de punkter pa xo-axeln som uppfyller —3 < zo < 7,
dels de punkter pa zs-axeln som uppfyller —5 < x3 < 13.
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