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Teorifragor

En av nedanstaende atta teoriuppgifter kommer att ges pa tentan. Den valda upp-
giften kommer att vara viard 10 poing. Totalpodngen pa tentan ar 50.

Observera att du pa tentamen maste motivera dina slutsatser ordentligt. Det ska
framga att du forstar vad du gor. Full podng kriver ett korrekt resonemang utan
logiska eller formella brister.

Eventuella satser som behdvs som hjélpresultat i bevisen far anvindas utan att dessa
bevisas.

1. Betrakta LP-problemet (P) definierat av

min Lz
(P) did Az =b,
x>0,

ddr A dr en given m X n-matris med linjéirt oberoende rader. Lat S = {z :
Az = b,z > 0}.

a) Definiera vad en konvex méngd &r.

(a)

(b) Visa att S &r en konvex méngd.

(c) Definiera vad som menas med en tillaten baslosning till (P).
)

(d) Visa att x &r en extrempunkt till S om och endast om z dr en tillaten
baslosning till (P).

(Nash och Sofer, avsnitt 4.2-4.3.)
2. Lat S ={x: Az = b,z > 0}. Antag att S har extrempunkter v;, i = 1,... k.

Visa att det da géller att

k k
S:{x:x:d+2viai, Ad=0, d>0, Zaizl, aZO}

i=1 i=1
:{x:m:d+Va, Ad=0, d>0, ela =1, 0420},

T
dar V = (1)1 I EED vk) ()che:(]_ 1 .- ]_) .
(Representationssatsen, Nash och Sofer, sid. 88-90.)

3. Lat (P) och (D) definieras av

min ¢’z max bly
(P) dé Az =b, och (D) da  ATy+s=c,
x>0, s> 0.
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(a) Antag att = &r en tillaten 16sning till (P) och att y, s &r en tillaten 16sning
till (D). Visa att dualitetsgapet for dessa losningar ges av 2”s och moti-
vera slutsatsen att vi har optimala losningar till respektive problem om
och endast om z; - s; = 0 for alla j.

(Det far antas kint att om (P) har en optimallgsning sa har &ven (D) en
optimalldsning, och optimalvirdena &r lika.)

(b) Visa att om det finns nagon optimallosning till (P), sa finns det minst en
extrempunkt (tillaten baslésning) som &r optimal.

(Exempelvis kan representationssatsen utnyttjas utan bevis.)

(Nash och Sofer, avsnitt 4.4 och 6.2.1.)
4. Lat (P) och (D) definieras av

min ¢’z max bly
(P) da Az =0, och (D) da  ATy+s=c,
x>0, s > 0.

Betrakta, for en fix positiv barridrparameter u, det primal-duala ekvationssy-

stemet
Ax = b,
ATy +s=¢,
XSe = pe,

dér vi dessutom implicit krdver x > 0 och s > 0. Hér &r X = diag(x), S =
diag(s) och e &r en n-vektor med alla komponenter ett.

(a) Antag att x(u), y(u) och s(u) 16ser det primal-duala ekvationssystemet
for ett givet positivt p samt att x(u) > 0 och s(u) > 0. Visa att z(p) ar
tillaten till (P) samt y(u), s(p) ar tillatna till (D) med dualitetsgap npu.

(b) Hérled det linjira ekvationssystem som uppstar da det primal-duala ek-
vationssystemet ska l6sas med Newtons metod.

(c) Hur hanteras de implicita kraven > 0 och s > 0 i en Newton-baserad
inrepunktsmetod som approximativt l6ser det primal-duala ekvationssy-
stemet for avtagande virden pa u?

(Nash och Sofer, avsnitt 9.6 och 17.4.)

5. Givet ett linjirprogrammeringsproblem pa formen

T

min c'z

da Agz = by, Apg ar “komplicerande”, dimension m X n,
Apx = bg, Ap ar “latt”,
x > 0.

Antag att {z : Agx = bg,x > 0} #r begridnsad med extrempunkter v;,
i = 1,...,k. Antag vidare att problemet ska l6sas med Dantzig-Wolfe de-
komposition.
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Masterproblemet blir da

min Vo min Y%, vy

da  AgVa=by, . da X Apgvio; = by,
ela =1, Sk =1,
a > 0. a > 0.

Héar betecknar e en k-dimnensionell vektor med alla komponenter ett, och
V= (1)1 Vg - vk).

Harled subproblemet som ett LP-problem.

(Nash och Sofer, avsnitt 7.5.)

6. Betrakta det stokastiska programmeringsproblemet (P) givet av

min ¢z

° Ar —

(P) da i b,
T(w)z = h(w),
x>0,

didr w dr en stokastisk variabel och T'(w)z = h(w) endast ska ses som ett
“informellt” stokastiskt bivillkor. Antag att w antar ett dndligt antal virden
w1, ...,wy med motsvarande sannolikheter pi,...,py. Lat T; beteckna T'(w;)
och 1at h; beteckna h(w;).

(a) Forklara hur det deterministiskt ekvivalenta problemet

N
min ¢’z + Z piqiT Yi
i=1
da Ax =0,
Tix+Wy;=h;, +1=1,...,N,

x>0,
yi >0, i=1,...,N,

uppstar. (Vi antar hér for enkelhets skull “fix kompensation”, d.v.s. att
W inte beror av i.)
(b) Forklara vad VSS &r i termer av lampliga optimeringsproblem.
(c) Forklara vad EVPI &r i termer av lampliga optimeringsproblem.
(Kompletteringsbunten. Birge och Louveaux.)
7. Betrakta heltalsprogrammeringsproblemet (IP) definierat av
min ¢’z

Cx > d,
x >0, heltal.

Lat zrp beteckna optimala malfunktionsvirdet till (I P).
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Till (IP) kan vi definiera det duala problemet (D) enligt

max  ¢(u)

D
(D) da  wu>0,

dir o(u) = min{c’z +u’(b — Az) : Cx > d,z > 0 heltal}. Lat zp beteckna
optimala malfunktionsvirdet till (D).
Lat (LP) beteckna det linjarprogrammeringsproblem vi far ur (I P) om hel-

talskravet relaxeras, d.v.s.

min Iz

Czx >d,
x> 0.

Lat zrp beteckna optimala malfunktionsvérdet till (LP).

Visa att z;p > zp > z1p.
(Kompletteringsbunten. Fisher, artikel i Interfaces, sid. 13.)

8. Betrakta heltalsprogrammeringsproblemet (IP) definierat av

T,

min c'z
(1P) da Az =1,
xz >0, heltal.

Antag att Z &r en tillaten 16sning till (I P). Lat (LP) beteckna det LP-relaxerade
problemet och (DLP) dess dual, dvs

min ¢’z max bly
(LP) da Az =0, och (DLP) di ATy+s=c,
z >0, s > 0.

Antag att man lost (LP) och fatt optimallosning z samt tillhérande dual
optimall6sning % och s.

For ett givet u € IR™, lat (LP,) och dess dual (DLP,) vara problemen

min ¢’z max bly + uls
(LP,) da Az =0, och (DLP,)  da Aly +s=c,
T > u, s> 0.

Lat f(u) beteckna optimalvérdet till (LP,) och (DLP,).

(a) Lat u; vara en skalér och e; den jte enhetsvektorn av dimension n. Visa
att for varje u; sadant att (LPye;) och (DLP,,;) har tillatna losningar,
galler att f(uje;) > f(0) + 5;u; ,

(b) Anvind (8a) for att visa att om ¢l < 7 + 5; s& &r z; = 0 i varje
optimalldsning till (I P).
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(c)

Hur skulle resultatet fran (8b) kunna anvindas vid tradsékning om LP-
relaxering anvéands i noderna?

Anmdrkning: Varje deluppgift kan utforas utan att de tidigare visats.

Bevisskiss till uppgift 8 (som ej kommer att finnas pa tentan):
(Vi later ”optval” beteckna optimalvirde av ett visst problem.)

(a)

(b)

Tillatna omradet till (DLP,) &r oberoende av u. Alltsa &r y, s tillatna
till (DLP,,e;) med mélfunktionsvirde b’y 4 u;s;. Eftersom f(uje;) ar
optimalvérdet till (LPy,¢;) och (DLP,,;) foljer att f(uje;) > by +u;3;.
Antag att bivillkoret x; > 1 ldggs till (IP), och kalla detta nya IP-
problem (IF;). Da ges LP-relaxeringen av (LF;) (dvs u; &r satt till
ett). Dérmed far vi optval(IP.,) > f(uje;) > ¢!z +5;. Om 'z < Tz +5;
betyder det att optval(IF.;) > optval(IP). Dédrmed maste z; = 0 i varje
optimallsning till (IP).

Antag att man loser ett IP-problem med trddsckning och LP-relaxering
i noderna. Antag att man har en kind l6sning Z till ursprungsproblemet
samt i en viss nod en 16sning Z, i och s till det LP-relaxerade problemet
som svarar mot nodens problem. Da kan man i nodens IP-problem lasa
variabler x; till noll fér j sadana att dz < Iz + 5j. (Det kanske inte
finns nagra sadana j.)



