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Optimalitetsvillkor for problem med linjara bivillkor.
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Optimalitetsvillkor for ickelinjara programmeringsproblem

Betrakta ett ickelinjart programmeringsproblem

(P) dar [ € C?.
i3 zeFCR"

Definition. En riktning p ar en tillaten riktning till F i 2™ om det finns
a>0sdatta™ +apc F forac|0,al

Definition. En riktning p ar en descentriktning till f i 2™ om
Vf(z®)p < 0.

Definition. En riktning p ar en negativ krokningsriktning till f i ¥ om
p"V2f(a*)'p < 0.
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Nodvandiga optimalitetsvillkor

(P) dar [ € C?.
i3 zecFCR"

Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor baseras pa:
Sats. Antag att 2 € F'. Om 2™ ar en lokal minpunkt till (P) s3 finns

ingen tilliten riktning p till f i 2= sddan att V f(2*)p < 0.

Andra ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor baseras pa:

Sats. Antag att 2 € F'. Om 2 ar en lokal minpunkt till (P) s3 finns
ingen tilliten riktning p till f i ™ sddan att V f(z*)p < 0, och heller
ingen tilliten riktning p till f i 2™ sddan att V f(2*)p = 0 och

p" V2 f(2*)p < 0.

Foljer av Taylorutveckling av f kring ™.
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Tillrackliga optimalitetsvillkor for problem med linjara bivillkor

(P) dar f € C~.
da ze€ F CIR",

Tillrackliga optimalitetsvillkor ar mer komplicerade. Vi kommer idag att

studera problem utan bivillkor och problem med linjara bivillkor.

Exempel: f = (25 — 222)(22 — 22), F = IR?. Har ar * = (0 0)7 inte

en lokal minpunkt, men f vaxer i alla riktningar fran z*.
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Optimalitetsvillkor for problem utan bivillkor

Betrakta ett ickelinjart programmeringsproblem utan bivillkor

;™ /@) dir f € C2.

dd z € IR",
Sats. (Forsta ordningens nodviandiga optimalitetsvillkor) Om z*

ar en lokal optimalpunkt till (P) s& ar V f(x*) = 0.

Sats. (Andra ordningens nédviandiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en lokal optimalpunkt till (P) s& ar V f(z™) = 0 och V2f(2") = 0.

Sats. (Andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor) Om
Vf(z®) =0 och V2f(2™) = 0 s4 ar 2™ en lokal optimalpunkt till (P).

Bevis. Se Nash och Sofer, sid. 296—298. [ ]
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Optimalitetsvillkor for problem utan bivillkor, forts.

Diskussionen om optimalitetsvillkor baseras pa Taylorutvecklingen
2

[+ ap) = J(&) + aV(@*)p + T p VS (& )p + ofa?).

For en symmetrisk n X n-matris M betecknar M > 0 att M ar positivt
semidefinit. Analogt betecknar M > 0 att M ar positivt definit.

En symmetrisk n X n-matris M sags vara positivt semidefinit om
p!Mp > 0 for alla p € IR™. Det galler att M = 0 < n;(M) >0,
j=1,...,n, dar n;(M) betecknar Ms jte egenvarde.

Analogt sags en symmetrisk n X n-matris M vara positivt definit om
ptMp > 0 for alla p € IR, p # 0. Det galler att
M>=0 <= n,(M)>0,5=1,...,n.
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Optimalitetsvillkor for problem med linjara likhetsbivillkor

Antag att vi har linjara likhetsbivillkor enligt

min  f(x)

) "
dd Ax=0b, v € IR",

dar f € C? och A har full radrang.
Lat F' = {x € IR" : Ax = b}. Antag att & ar en kand punkt i F', och lat
x vara en godtycklig punkt i F'. D3 galler A(x — &) =0, dvs

r— & € null(A).

Om Z betecknar en matris vars kolumner bildar bas for null(A), betyder
det att + — £ = Zwv for nagot v € IR"™ ™.

Exempelvis, om A = (B N), dar B ar m x m och inverterbar, kan vi

L B~ b —B7IN
valja T = och Z =
0 I
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Exempel pa Z-matriser

LmA:(123>

1
HORS(DIERAEE
U
1 1 2
Lat A =
0 1 1
[—1)
1 1 2
0 1 1

\ 1)

OBS! Z €j unik. | Matlab ger "null1(A)" en ortogonal Z.
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Optimalitetsvillkor for problem med linjara likhetsbivillkor, forts.

Lat p(v) = f(T + Zv). Vi kan skriva om problemet enligt

min  ¢(v)

(PL) )
da ove R ™.

Derivering ger Voo(v) = Z1V f(Z + Zv), Vp(v) = ZIV?f(T + Zv)Z.
Detta ar ett problem utan bivillkor, dar vi kanner optimalitetsvillkoren.

Darmed kan vi tillampa dessa och identifiera =7+ Zv* dar "

associeras med (PL).
Z1V f(z) kallas reducerade gradienten till f i x.
Z1V? f(2)Z kallas reducerade Hessianen till f i x.
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lodvandiga optimalitetsvillkor for problem med linjara likhetsbivillko

min
(P-) n /(@) dar f € C? och A har full radrang.

di Az =0, € R",

Sats. (Forsta ordningens nodvindiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en lokal optimalpunkt till (P-) galler att

(i) Ax" =10, och
(i) ZTVf(2*) =0.
Sats. (Andra ordningens nédvindiga optimalitetsvillkor) Om z*
(i) Ax" =0,
ar en lokal optimalpunkt till (P-) galler att (i) Z'V f(2*) =0, och
(i) ZTV2f(2*)Z = 0.
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[illrackliga optimalitetsvillkor for problem med linjara likhetsbivillkot

(P2) min /() dar f € C? och A har full radrang.

d3 Az =0b 2 € R"

Sats. (Andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor) Om
(i) Ax" =0,
(i)  ZTVf(x") =0, och
(i) ZTV2f(a*)Z = 0,

s& ar 2 en lokal optimalpunkt till (P-).
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Nollrum och bildrum

Pastdende. Latce IR", A € IR™*". Antag att rank(A) = m och 5t
Z vara en matris vars kolumner bildar en bas for null(A). D& existerar
A€ IR™ ochu € R"™™ s3 att ¢ = AT\ + Zu.

Bevis. D& A! och Z har full kolumnrang samt AZ = 0 far vi

A AAT 0
(AT Z) = — 0.
A 0 AN

Allts3 ar (A” Z) en ickesinguldr n x n-matris. [J

Detta medfor att Zlce =0 «— Z'7u=0 <— u=0 <— c= A\

Foljaktligen galler Z7V f(2*) = 0 om och endast om V f(2*) = AT\
for nagot X € IR™. Vi kallar X* lagrangemultiplikatorvektor.
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lodvandiga optimalitetsvillkor for problem med linjara likhetsbivillko

min  f(x)

(P=)
di Az =0 2 € R"

dar f € C? och A har full radrang.

Sats. (Forsta ordningens nodviandiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en lokal optimalpunkt till (P-) galler att

(i) Ax* =0, och

(i) Vf(z*) = ATX" for ndgot X' € IR™.
Sats. (Andra ordningens nédvindiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en lokal optimalpunkt till (P-) galler att

(i) Ax" =0,
(i) Vf(&*) = ATX" for ndgot X* € IR™, och
(i) ZTV2f(2*)Z = 0.
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[illrackliga optimalitetsvillkor for problem med linjara likhetsbivillkot

(P2) min /() dar f € C? och A har full radrang.

d3 Az =0b 2 € R"

Sats. (Andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor) Om
(i) Ax" =0,
(i) Vf(&*) = ATX" for ndgot X* € IR™, och
(i) ZTV2f(2*)Z = 0,

s& ar 2 en lokal optimalpunkt till (P.).
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Optimalitetsvillkor for problem med linjara likhetsbivillkor, forts.

(P2) min /() dir f € C? och A har full radrang.

dd Ax=0b, x € IR",
Om vi definierar lagrangefunktionen L(z, A\) = f(z) — M(Ax — D) ar
forsta ordningens optimalitetsvillkor ekvivalenta med

V. L(2", XF) VF(2*) — ATA 0

VAL(x™, %) b— Ax* 0
Alternativt, kravet ar en punkt =¥ sddan att Az™ = b dar problemet
min  Vf(z")p
dd Ap=0, pe R",

har optimalvarde noll.
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Optimalitetsvillkor for problem med linjara olikhetsbivillkor

Antag att vi har linjara olikhetsbivillkor enligt

min T
(Pz) f( ) dar f - 02.
dd Ax>0b, x € IR",
‘112 k i AA bA
Betrakta en tilldten punkt 2”. Partitionera A = , b= ,
Ajp b

dir A 2" = by och A;z" > by,

Bivillkoren A x > b4 ar aktivai ™.

Bivillkoren A;x > b; ir inaktivai =~
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Optimalitetsvillkor for problem med linjara olikhetsbivillkor, forts.

Om 2™ ar en lokal optimalpunkt till (P-) far det inte finnas nigon

tilliten descentriktning i . Dirmed ma3ste problemen

min V(") max 07\4
di  Aup >0, di  ATXy=Vf(a"), \a >0,

ha optimalvarde noll. (Det andra problemet ar LP-dualen till det forsta.)
Allts3 finns X > 0 s3 att AL, = Vf(a™).
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odvandiga optimalitetsvillkor for problem med linjara olikhetsbivillkc

(py ™ @) dir f € C2.
d3  Azr>b, ze R

Sats. (Forsta ordningens nodvindiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en lokal optimalpunkt till (P-) galler att

(i) Ax" >0, och
(i) Vf(x") = ALX, for ndgot X, > 0,
dir A4 svarar mot de aktiva bivillkoren i x*.

Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor kallas ofta
KK T-villkoren.
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odvandiga optimalitetsvillkor for problem med linjara olikhetsbivillkc

min  f(x)

(P>)
d8 Az >b r € R

dar f € C?.

Sats. (Andra ordningens nédvindiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en lokal optimalpunkt till (P-) galler att

(i) Ax* >0,

(i) V(") = AL\, for ndgot X, > 0, och

(i) ZEN2f(5*)Z4 =0,
dir A4 svarar mot de aktiva bivillkoren i x* och Z 4 dr en matris vars
kolumner bildar bas i null(A4).

Villkor (iii) svarar mot bivillkoren Ax > b ersatts med A x = ba.
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illrackliga optimalitetsvillkor for problem med linjara olikhetsbivillko

min  f(x)
dd Az >0, x € R",

(P>) dar f - 02.

Sats. (Andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor) Om
(i) Ax* >0,
(i) V(") = AL\, for ndgot X, > 0, och
(i) ZIV2f(2*)Z,. =0,

s ar 2 en lokal minpunkt till (Ps), dar A, svarar mot de aktiva

bivillkoren i ™, A, bestdr av de rader ur A, for vilka X', har positiva
komponenter, och Z, ar en matris vars kolumner bildar bas i null(A.).

Vi bortser har fran alla bivillkor for vilka AT = 0.

Om X, >0 blir A, = A4 och Z, = Z,.
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odvandiga optimalitetsvillkor for problem med linjara olikhetsbivillkc

min  f(x)

(P>)
d8 Az >b r€ R

dar f € C?

Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor skrivs ofta med en
m-dimensionell lagrangemultiplikatorvektor X*.

Sats. (Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor) Om 2*
ar en lokal optimalpunkt till (Ps) uppfyller ™ tillsammans med nigot

\* ¢ IR™
(i)  Ax* >0,
(i) Vf(™)= AN,
(i) X* >0, och
(iv) Xi(alz® —b)=0, i=1,...,m.
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med linjara bivillkor

min  f(x)

(P) dir f € C~.

Sats. (Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor) Om «*
ar en lokal optimalpunkt till (P) uppfyller z* tillsammans med nigot

e R
(i) alx*>b,icZ, ala* =b;,icé,
(i) Vf(™)= AT\,
(i) Xf>0,i€Z, och
(iv) X(alx® —b)=0, i€
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Exempel, nodvandiga optimalitetsvillkor for LP-problem

Som specialfall kan vi titta pa ett LP-problem

min ¢z

(LP) dar A € IR™*™.
dd Ax =05, x>0,

Om vi kallar multiplikatorerna y och s far vi de “vanliga” villkoren.

Sats. (Forsta ordningens nodviandiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en lokal optimalpunkt till (LP) uppfyller z* tillsammans med nigot

y* € IR™ och s* € IR"
(i) As*=ba" >0,
(i) c= ATy + s,
(i) s* >0, och
(iv) sia5 =0, j=1,...,n
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