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Optimalitetsvillkor for ickelinjara programmeringsproblem

Betrakta ett ickelinjart programmeringsproblem med likhetsbivillkor

(P-) dar f,g e C? ¢g: R" — IR™.

Lat ' = {x € IR" : g(z) = 0}.

En tillsten kurva till F i 2* 3r en tvd ganger kontinuerligt differentierbar
funktion x : IR — IR™ sadan att g(z(t)) =0, t € (—¢,€), for ndgot

e > 0.

Tangentplanet T'(z*) till F'i 2* definieras som
T(*) = {2'(0) : z(¢t) tilldten kurva till F sidan att z(0) = z*}.

D3 g;(z(t)) = 0 for t € (—¢,¢€) foljer att Vg, (z(t))'2’(t) = 0 for
t € (—e¢,€). Speciellt far vi Vg;(z*)"2'(0) = 0.
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Exempel

T
Létg(az):x%er%—loch:I:*:(l 0) .

L
™

cost v 1
Da ar z(t) = och z(t) =

sint

tillatna kurvor med

z(0) = ™.
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Optimalitetsvillkor for ickelinjara programmeringsproblem

[ Vou(x)"
Lat A(z) = E Vi far T(2™) C null(A(2™)).
\ Vgm(2)" )
Lat o(t) = f(x(t)). Om 2™ ar en lokal minpunkt till (P=) maste gilla
att ©’(0) = 0. Men ¢/(t) = Vf(xz(t))'2'(t), vilket ger

¢'(0) = Vf(2")"2'(0) = 0.

Om T'(2*) = null(A(z™)) foljer att det till varje p sddant att A(z*)p =0
finns en tilldten kurva x(t) sddan att z(0) = 2*, 2/(0) = p. Om 2™ ar en
lokal minpunkt m3ste darfor V f(2™)"p = 0 for alla p € null(A(z™)), dvs
Vf(x®) = A(2®)™\" for ndgot A" € IR™.

Speciellt om g(x) = Az — b far vi A(2™) = A och T(2™) = null(A).
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Optimalitetsvillkor for ickelinjara programmeringsproblem

Om T'(z*) = null(A(2™)) ar lineariseringen av bivillkoren “tillrackligt
bra” i 2* for att f3 optimalitetsvillkor analoga till problem med linjira

bivillkor. Det ger vissa krav pa bivillkoren, “constraint qualification”.

Definition. En punkt ¥ € F ar reguljar till (P=) om A(z™) har full

radrang, dvs om Vg;(z*), i = 1,...,m, ar linjart oberoende.
Antag att g(z) = Az — b. D3 blir g(™ + pt) = g(=™) + Apt.

Pastdende. Antag att 2™ € I ar reguljar. Lit p € IR™. D& finns Z(t)
och ¢ > 0 s3 att (0) = 2™, 7(0) = p och g(Z(t)) = g(a™) + A(z)pt
fort € (—e,€).

Bevis. Se Nash och Sofer, Lemma 14.6 (for fallet A(z™)p = 0). O

Corollary. Om z* € F ar reguljar, s ar T(«™) = null(A(2™)).
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Ett exempel dar regularitet inte galler

(a:l—l)z—l—xg—l

Lat g(z) = med 2* =
(331—|—1)2—|—$§—1 0
X2
X" -
W ’
o e * —2 0 * *
D3 ar A(x") = och T'(x™) # null(A(x")).
2 0

OBS! Inget bivillkor ar redundant.
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med likhetsbivillkor

(P-) dar f,g € C? ¢g: R* — IR™.

Sats. (Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor) Om 2*
ar en reguljar lokal optimalpunkt till (P-) galler att

(i) g(z*) =0, och
(i) Vf(x*) = AN for ndgot X* € IR™.
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med likhetsbivillkor

Om 2™ ar en lokal minpunkt till (P-) maste gilla att ¢©”(0) > 0, dar

p(t) = f(x(t)- Men ¢"(t) = 2'(t)" V2 (x(t))2'(t) + V[ (2(t))'=" (¢),

vilket ger

"(0) = 2'(0)"V2f(a)a'(0) + V f(2")"2"(0) > 0.

Eftersom g(x(t)) = 0 far vi analogt

z'(0 )Tvzg’b( )z'(0) + Vgi(z )T "(0)=0,i=1,...,m,
vilket ger
3 X (0) V0 (0) + V"' (0) =0
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med likhetsbivillkor
Om 2™ ar reguljar kan vi anvanda \* fran (i3), vilket ger
0< :c’( )Tsz( ©)a'(0) + V f (%) 2" (0)
- ZA (0)"V2gi(27)2'(0) + Vgi(«*)"2"(0))
= 2(0)T (V2f(a*) — Sy XiW2g,(s%)) 2/(0)
+ (V") = Sty X V(") 2" (0)
Eftersom V f(2") — X7, X'V g;(2™) = 0 foljer att

2'(0)TV2 L(2*, X)2'(0) > 0, dar L(z, \) = f(z) — NTg(x).

Regularitet ger p?'V2_L(2™, X*)p > 0 for alla p € null(A(2™)), vilket ar
ekvivalent med Z(z*)'V2_L(2", X)Z(2*) = 0, dar Z(2™) ar en matris
vars kolumner bildar bas for null(A(z)).
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med likhetsbivillkor

(P-) dar f,g € C? ¢g: R" — IR™

Sats. (Andra ordningens nédvandiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en reguljar lokal optimalpunkt till (P-) galler att

(i) g(z*) =0,
(i) V(") = A(™)X* for ndgot X* € IR™, och
(i)  Z(5*)'V2 L(5, X)Z(2") = 0.
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Tillrackliga optimalitetsvillkor for problem med likhetsbivillkor

(P-) dar f,gc C? ¢g: R" — IR™.

Sats. (Andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor) Om
(i) g(a¥) =0,
(i) Vf(&*) = AN for ndgot ¥ € IR™, och
(i)  Z(5*)'V2 L(7F, X)Z(2") = 0,

s& ar 2 en lokal optimalpunkt till (P-).
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Tillrackliga optimalitetsvillkor for problem med likhetsbivillkor

Bevis. Antag motsatsen. D3 finns {2¥}9°, s§ att 2% = 2™ + ofpF,
1p¥]| = 1, f(2*) < f(a*), g(z¥) =0, k =1,..., samt limj_ az = 0.

Taylorutveckling ger, for k£ > 1,

o2

0> f(a") = () = "V F(2*)'P" + —-p" V2 F (2" + O5a )P,
o2

0= gz(:ck) — gz(x*) = oangi(:C*)Tpk + 7kaV29¢(:C* + Qf@kpk)pka

i=1,...,m, for ndgra 0% € (0,1), 7 =0,...,m. Ur (4i) far vi
0 > p*t (sz(x* + 0kakpk) — S XV 2gi (2" + @fozkpk)) p~.

Vi kan anta att lim,_., p* = p*. D3 far vi ||p*|| = 1, A(2™)p" = 0 och
p*TV§x£(x*, )\*)p* < 0, vilket motsager (7). [J

A. Forsgren, KTH 12 Forelasning 3 5B1817 2006,/2007



Optimalitetsvillkor for problem med olikhetsbivillkor

Antag att vi har olikhetsbivillkor enligt

min  f(x)

dar f,g € C? ¢g: R" — IR™.
dd g(x) >0, x € R",

(P)

ga(«™)

gr(z")
ga(z™) = 0 och g;(2) > 0. Partitionera A(2™) analogt.

Betrakta en tilliten punkt 2. Partitionera g(2™) = , dar

Definition. En punkt ¥ € IR™ som ar tilliten till (P) ar reguljar till
(P>) om A,(2™) har full radrang, dvs om Vg;(2*), i € {l : g(2™) = 0},
ar linjart oberoende.
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med olikhetsbivillkor

(P>) min - f(x) dar f,g € C? ¢g: R* — IR™

dd g¢g(x) >0, x € R",

Sats. (Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor) Om «*
ar en reguljar lokal optimalpunkt till (P>) galler att

(i) g(z™) >0, och
(i) V(&) = Aa(a™)T N, for ndgot Xy > 0,

dir Aa(x™) svarar mot de aktiva bivillkoren i ™.
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med olikhetsbivillkor

Bevis. Allt utom teckenkravet X > 0 foljer fran likhetsfallet genom att
ersatta g(z) > 0 med ga(z) = 0.

Regulariteten medfor att det finns p s3 att A4 (2" )p = e; och det finns
7(t) sa att £(0) = 2™, 7(0) = p och g(Z(t)) = e;t. L3t p(t) = f(Z(t)).
Om 2™ ar en lokal minpunkt m3ste vi ha ¢/(0) > 0, vilket ger

0 < ¢'(0) = Vf(2")'p = Xy TAa(a¥)p = (X):. O
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Nodvandiga optimalitetsvillkor for problem med olikhetsbivillkor

min
(P-) /(z) dar f,g € C? g: R" — IR™.
dd g(x) >0, x € R",

Sats. (Andra ordningens nédvandiga optimalitetsvillkor) Om z*
ar en reguljar lokal optimalpunkt till (P>) galler att

(i) 9(=") =0,

(i) Vf(x") = As(a")T N, for ndgot Xy > 0, och

(iii)  ZaA(x")'V2 L(2", X)Z4(2™) = 0,
dir Aa(x") svarar mot de aktiva bivillkoren i & och Z 4(z*) ar en matris
vars kolumner bildar bas i null(A4(z¥)).

Villkor (iii) svarar mot att bivillkoren g(x) > 0 ersatts med ga(z) = 0.
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Tillrackliga optimalitetsvillkor for problem med olikhetsbivillkor

min  f(x)

(P)
dd g¢g(x) >0, x € R",

dar f,g € C? ¢g: R" — IR™

Sats. (Andra ordningens tillrackliga optimalitetsvillkor) Om

(i) 9(=") =0,

(i) Vf(x") = As(a")T N, for ndgot Xy > 0, och

(ii)  Z. (2)TV2 _L(2%, X)Z () = 0,
s& ar x* en lokal minpunkt till (Ps), dar A,(z™) svarar mot de aktiva
bivillkoren i ™, A, (x") bestdr av de rader ur A (x™) for vilka X', har
positiva komponenter, och Z_(x") ar en matris vars kolumner bildar bas

i null(AL(2%)).

Vi bortser har fran alla bivillkor for vilka AT = 0.

A. Forsgren, KTH 17 Forelasning 3 5B1817 2006,/2007



Tillrackliga optimalitetsvillkor for problem med olikhetsbivillkor

Bevis. Vi betraktar problemet dar g(x) > 0 ersatts med g;(x) > 0,
i € {l: Xf > 0}. Det paverkar inte (7), (i), eller (#ii), men strikt

komplementaritet galler.

Antag motsatsen. D3 finns {2"}2°, s att 2% = 2™ + op”, ||p¥|| = 1,
(@) < f(2%), gi(2®) >0,i € {l: Xy >0}, k=1,..., samt
limg_ 0o i = 0. Vi kan anta att limy_oo p* =p", med ||p*]| = 1.

Antag forst att Vg;(2™))%p* > 0 for ndgot ¢ sddant att AT > 0. D3 far
vi V(@) p" = X TA (2F)p" > 0. Men f(2*) < f(2) implicerar
Vf(2®)p" <0, vilket ar en motsigelse.
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Tillrackliga optimalitetsvillkor for problem med olikhetsbivillkor

Forts. av bevis. Annars galler A, (z)p" = 0. Taylorutveckling ger, for
k>1,

k2

0> f(a*) = f(e") = V()P + Z-pM V2 (" + GpatpF )t
k2
0 < (") ~ 0*) = Q" VoY + STV + bl

i € {l: X7 >0}, for nagra 6% € (0,1), 5 € {I: X} > 0}. Ur (i7) far vi
0> p*T (sz (% + 0§ p*) — N V2gi(a™ + 95‘“@’“19’“)) p"

A>O’L

vilket ger p"TV2_L(2*, X )p* <0, i strid med (i73). [
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Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor

()

dd ¢gi(x) >0, 1€T,
gi(x) =0, i €€,
x € IR",

~

min

dar f,g € C?, ¢g: R" — IR™.

Sats. (Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor) Om 2*
ar en reguljar lokal optimalpunkt till (P) uppfyller x* tillsammans med

nigot \* € IR™
(i) gi(z*)>0,icZ, g(*)=0,ic&,
(i)  Vf(™) = AT\,
(i) Xf>0,i€Z, och
(iv) Xigi(2*)=0, icT.
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Konvexitet ger global optimalitet

min  f(x)
dd gi(z)>0,i€Z, gi(x)=0,i€&, z€lR",

(P)

dar f,g e C? ¢g: R* — R™

Sats. Antag att g;, i € I, ar konkava funktioner pd IR" och g;, 1 € &,
ar affina funktioner pa IR"™. Antag att f ar en konvex funktion pa
tillitna omradet till (P). Om 2 € IR™ och X* € IR™ uppfyller

(i) gi(z*)>0,icZ, g(*)=0,ic&,
(i)  Vf(™) = AN,
(i) Xf>0,i€Z, och
(iv) Xigi(2*)=0, ieZ,
s ar 2~ en global optimalpunkt till (P).
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Konvexitet ger global optimalitet

Bevis. Idé. Tag y € F'. De givna forutsattningarna ger relationerna

fly) = /( )+Vf( )y — %)
= f(z") + XTA@")(y - 27)
= f(z")
> f(z7)

>k
X

*x

X

+ Zzel )\*ng(:c ) ( ZIZ*)
T) + Ve X (9i(y) — 9i(a™)) = f(2"). O

Alternativt kan man visa detta med hjalp av lagrangerelaxering.

Forsta ordningens nodvandiga optimalitetsvillkor ger alltsa tillsammans

med konvexitet global optimalitet.
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