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Metoder för problem utan bivillkor, forts.
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Lösningar

För en given metod blir en lösning den bästa punkt metoden kan ge.

� Med en metod som använder förstaderivatsinformation blir en

lösning typiskt en punkt som uppfyller ∇f(x∗) = 0. Exempel:

steepest descent.

� Med en metod som även använder andraderivatsinformation blir en

lösning typiskt en punkt där ∇f(x∗) = 0 och ∇2f(x∗) � 0.

Exempel: Modifierad Newtonmetod. (Dock behöver man använda

även negativa krökningsriktningar för att uppn̊a detta.)

OBS! Vi kan inte med n̊agon av dessa metoder garantera att vi n̊ar en

lokal minpunkt, om vi inte antar konvexitet eller n̊agot motsvarande. Vi

kan dock testa om andra ordningens tillräckliga optimalitetsvillkor är

uppfyllda om vi använder en andraderivatsmetod.
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Gradientbaserade metoder för problem utan bivillkor

Betrakta återigen ett ickelinjärt programmeringsproblem utan bivillkor

(P )
min f(x)

d̊a x ∈ IRn,
där f ∈ C2.

Vi ska nu titta p̊a metoder som använder förstaderivator, liksom

steepest-descentmetoden, men p̊a ett “bättre sätt”.

Speciellt kvasi-Newtonmetoder och konjugerade gradientmetoden.

Båda har motivering fr̊an kvadratisk programmering.
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Kvasi-Newtonuppdatering

En kvasi-Newtonmetod beräknar sökriktningen pk ur Bkpk = −∇f(xk),

där Bk = BT
k � 0 och l̊ater Bk+1 = Bk + Ck, där Ck är en symmetrisk

matris av l̊ag rang, typiskt rang ett eller rang tv̊a.

Antag att f(x) = 1
2
xTHx + cTx, där H = HT � 0. Då blir

∇f(xk + αkpk) = ∇f(xk) + αkHpk. Alternativt kan vi skriva

Hsk = yk, där sk = αkpk och yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk).

Motiverat av denna kvadratiska modell, krävs i en kvasi-Newtonmetod

att Bk+1 ska uppfylla Kvasi-Newtonvillkoret Bk+1sk = yk, där sk = αkpk

och yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk).
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Kvasi-Newtonmetod

Iteration k i en linjesökande kvasi-Newtonmetod tar följande form i en

given punkt xk med Hessianapproximation Bk.

� Beräkna sökriktning pk ur Bkpk = −∇f(xk).

� Lös approximativt minα≥0 f(xk + αpk), vilket ger αk.

� xk+1 ← xk + αkpk.

� sk ← xk+1 − xk, yk ← ∇f(xk+1)−∇f(xk)

� Bk+1 ← Bk + Ck, där Bk+1sk = yk och Bk+1 � 0 krävs.

Olika metoder baseras p̊a olika val av Ck och αk. Typiskt har Ck rang

ett eller rang tv̊a.

Typiskt väljs B0 = I.
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Symmetriska rang-ett uppdateringen

Påst̊aende. L̊at Bk vara en symmetrisk matris. L̊at Bk+1 = Bk + Ck,

där Ck är symmetrisk med rang ett. Antag att Bk+1sk = yk och

(yk −Bksk)
Tsk 6= 0. D̊a blir

Ck =
1

(yk −Bksk)Tsk

(yk −Bksk)(yk −Bksk)
T .

Bevis. Se Nash och Sofer, Lemma 11.4. Vi kan skriva

Bk+1 = Bk + γkwkw
T
k , där ‖wk‖ = 1. Kvasi-Newtonvillkoret ger

Bksk + γkwkw
T
ksk = yk, dvs wk =

1

γkwT
ksk

(yk −Bksk). Då ‖wk‖ = 1 f̊ar

vi
γk(yk −Bksk)

Tsk

‖yk −Bksk‖
= ‖yk −Bksk‖, vilket ger γk =

‖yk −Bksk‖2

(yk −Bksk)Tsk

.

Insättning ger γkwkw
T
k = Ck.

Symmetriska rang-ett uppdateringen är unik. Bk+1 � 0 ej garanterad.
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BFGS-uppdateringen

Rang-tv̊a uppdateringen är inte unik. BFGS-uppdateringen ges av

Bk+1 = Bk −
1

sT
kBksk

Bksks
T
k Bk +

1

yT
ksk

yky
T
k .

Påst̊aende. L̊at B=BT
k � 0, och l̊at Bk+1 vara BFGS-uppdateringen

av Bk. D̊a är Bk+1 � 0 om och endast om yT
ksk > 0.

Bevis. Se Nash och Sofer, Lemma 11.5.

Positiv definithet kan garanteras om Wolfe-villkor används i

linjesökningen. Då f̊ar vi |∇f(xk+1)
Tsk| ≤ −η∇f(xk)

Tsk, vilket ger

yT
ksk ≥ −(1− η)∇f(xk)

Tsk > 0.

Om Rk är Choleskyfaktor av Bk, dvs Bk = RT
kRk, kan

BFGS-uppdateringen göras som en rang-ett uppdatering av Rk till Rk+1.
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Kvasi-Newtonmetod p̊a kvadratiskt problem

Antag att en kvasi-Newtonmetod appliceras p̊a ett kvadratisk problem

där f(x) = 1
2
xTHx + cTx, H = HT � 0. Antag ocks̊a att exakt

linjesökning utförs samt att {Bk} är positivt definita. Då är problemet

löst i högst n iterationer och Bn = H.

Detta innebär att en kvasi-Newtonmetod löser sitt “kvadratiska

modellproblem” i ett ändligt antal iterationer, till skillnad fr̊an

steepest-descentmetoden.

Man kan visa ovanst̊aende genom att visa att en kvasi-Newtonmetod

genererar konjugerade sökriktningar för ett kvadratiskt problem. På ett

kvadratiskt problem blir metoden ekvivalent med konjugerade

gradientmetoden.
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Lösning av ekvationssystem med positivt definit matris

Antag att vi vill lösa Hx = −c, där H = HT � 0.

Ekvivalent, minimera f(x) = 1
2
xTHx + cTx.

Alternativ:

� Fatoriseringsmetod. Förslag: Choleskyfaktorisering, H = RTR, R

högtriangulär.

� Iterativ metod. Förslag: Konjugerade gradientmetoden.

Struktur hos H avgör vad som är mest effektivt.
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Konjugerade riktningar

Konjugerade gradientmetoden är en iterativ metod som använder sig av

konjugerade sökriktningar.

Definition. En mängd vektorer i IRn, {pi}, sägs vara konjugerade med

avseende p̊a en positivt definit symmetrisk n× n-matris H om

pT
i Hpj = 0 för i 6= j.

Påst̊aende. Konjugerade riktningar är linjärt oberoende.

Bevis. L̊at pi, i = 1, . . . ,m, vara konjugerade riktningar. Antag att∑m
i=1 γipi = 0 för n̊agra γi, i = 1, . . . ,m. Då blir

∑m
i=1 γip

T
jHpi = 0 för

en godtycklig vektor pj bland de konjugerade riktningarna. Då

riktningarna är konjugerade ger detta γjp
T
jHpj = 0, och eftersom H � 0

och pj 6= 0 f̊ar vi γj = 0.
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Konjugerade riktningar, forts.

L̊at f(x) = 1
2
xTHx + cTx, där H = HT � 0.

L̊at y =
m∑

k=1

αkpk, där pk, k = 1, . . . ,m är konjugerade. Då blir

f(y) =
m∑

k=1

(
α2

k

2
pT

kHpk + αkc
Tpk

)
, vilket ger αk = − cTpk

pT
kHpk

.

Konjugerade riktningar ger allts̊a ett separabelt problem.
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Linjära konjugerade gradientmetoden

Iteration k i konjugerade gradientmetoden tar följande form i en given

punkt xk med gk = Hxk + c och pk−1 givna.

� βk ←
gT

kgk

gT
k−1gk−1

om k ≥ 1.

� pk ← −gk + βkpk−1.

� αk ← −
gT

kpk

pT
kHpk

=
gT

kgk

pT
kHpk

.

� xk+1 ← xk + αkpk.

� gk+1 ← gk + αkHpk.

Initialt väljs β0 = 0.

Då gk = 0 är problemet löst. I praktiken ‖gk‖ < ε.
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Linjära konjugerade gradientmetoden, forts.

Påst̊aende. Antag att {pk} och {gk} genereras med konjugerade

gradientmetoden. D̊a gäller att gT
kgl = 0, gT

kpl = 0 och pT
kHpl = 0 för

k > l.

Bevis. Se Nash och Sofer, Theorem 12.1.

Detta innebär att sökriktningarna {pk} är konjugerade samt att

gradienterna {gk} är inbördes ortogonala samt ortogonala mot alla

tidigare sökriktningar.

En konsekvens är att linjära konjugerade gradientmetoden konvergerar i

högst n iterationer.

I praktiken behöver H ofta förkonditioneras med en positivt definit

matris M som “liknar” H men där det är “lätt” att lösa ekvationssystem

Mzk = rk. I stället för att lösa Hx = −c löser man M−1Hx = −M−1c.
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Ickelinjära konjugerade gradientmetoder

Antag nu att f(x) är en ickelinjär (ej nödvändigtvis kvadratisk) funktion.

Iteration k i en ickelinjär konjugerad gradientmetod i en punkt xk kan

skrivas p̊a följande form.

� βk ←
∇f(xk)

T∇f(xk)

∇f(xk−1)T∇f(xk−1)
om k ≥ 1.

� pk ← −∇f(xk) + βkpk−1.

� Lös approximativt minα≥0 f(xk + αpk), vilket ger αk.

� xk+1 ← xk + αkpk.

Initialt väljs β0 = 0.

Då ∇f(xk) = 0 är problemet löst. I praktiken ‖∇f(xk)‖ < ε.

Idén är att försöka f̊a bättre metod än steepest descent.
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