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Kvadratisk programmering med olikhetsbivillkor

Betrakta kvadratiskt programmeringsproblem

(IQP )

min 1
2
xTHx + cTx

d̊a Ax ≥ b,

x ∈ IRn.

Vi antar att H � 0. Problemet är d̊a konvext.

Tidigare har vi tittat p̊a fallet med likhetsbivillkor.

Nu måste vi bestämma vilka bivillkor som är aktiva i optimum.

Vi kommer att studera tv̊a typer av metoder:

� Active-set metoder. (“Hårt” val.)

� Inrepunktsmetoder. (“Mjukt” val.)
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Bakgrund till active-set metod

En active-set metod genererar till̊atna punkter.

Antag att vi känner en till̊aten punkt x̄. (Kan f̊as med LP.)

Gissa att de villkor som är aktiva i x̄ ocks̊a är aktiva i x∗.

L̊at A = {l : aT
l x̄ = bl}. Aktiva bivillkoren i x̄.

L̊at W ⊆ A vara s̊adan att AW har full radrang.

Håll (temporärt) bivillkoren i W aktiva, dvs lös

(EQPW)

min 1
2
(x̄ + p)TH(x̄ + p) + cT(x̄ + p)

d̊a AWp = 0,

p ∈ IRn.
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Lösning av likhetssubprolement

Problemet

(EQPW)

min 1
2
(x̄ + p)TH(x̄ + p) + cT(x̄ + p)

d̊a AWp = 0,

p ∈ IRn.

har, enligt förra föreläsningen, optimallösning p∗ och tillhörande

multiplikatorvektor λ∗W som ges av H AT
W

AW 0


 p∗

−λ∗W

 = −

 Hx̄ + c

0

 .

Optimalt x∗ som motsvarar (EQPW) ges av x∗ = x̄ + p∗.
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Vad har vi bortsett fr̊an?

Då vi har löst (EQPW) istället för (IQP ) har vi bortsett fr̊an tv̊a saker:

1. Vi har bortsett fr̊an alla inaktiva bivillkor, dvs vi måste kräva

aT
i x ≥ bi för i 6∈ W .

2. Vi har bortsett fr̊an att de aktiva bivillkoren är olikheter, dvs vi har

ansatt AWx = bW istället för AWx ≥ bW .

Hur inkluderar vi dessa krav?
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Inkludera de inaktiva bivillkoren

Vi har utg̊aende fr̊an x̄ räknat ut sökriktningen p∗.

Om A(x̄ + p∗) ≥ b uppfyller x̄ + p∗ alla bivillkor.

Annars kan vi räkna ut maximala steglängden αmax s̊a att

A(x̄ + αmaxp
∗) ≥ b gäller.

Villkoret blir αmax = min
i:aT

i p∗<0

aT
i x̄− bi

−aT
i p
∗ .

Tv̊a fall:

� αmax ≥ 1. Vi kan l̊ata x̃← x̄ + p∗.

� αmax < 1. Vi kan l̊ata x̃← x̄ + αmaxp
∗ och W ←W ⋃{l}, där

aT
l (x̄ + αmaxp

∗) = bl.

Punkten x̄ + p∗ är intressant d̊a αmax ≥ 1.
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Inkludera olikhetskravet

Här förutsätter vi att αmax ≥ 1, dvs Ax̃ ≥ b, där x̃ = x̄ + p∗.

Då vi löst (EQPW) har vi f̊att p∗ och λ∗W . Tv̊a fall:

� λ∗W ≥ 0. I s̊a fall är x̃ optimallösning till

(IQPW)
min 1

2
xTHx + cTx

d̊a AWx ≥ bW , x ∈ IRn,

och därmed ocks̊a optimallösning till (IQP ).

� λ∗k < 0 för n̊agot k. Om AWp = ek gäller att

(Hx̃ + c)Tp = λ∗WT AWp = λ∗k < 0. L̊at därför W ←W\{k}.
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En iteration i en active-set metod för att lösa (IQP )

Givet till̊aten x̄ och W s̊adan att AW har full radrang och AW x̄ = bW .

� Lös

 H AT
W

AW 0


 p∗

−λ∗W

 = −

 Hx̄ + c

0

.

� l ← index för bivillkor som först blir otill̊atet längs p∗.

� αmax ← maximala steglängden längs p∗.

� Om αmax < 1, l̊at x̄← x̄ + αmaxp
∗ och W ←W ⋃{l}. Ny iteration.

� Annars, αmax ≥ 1. L̊at x̄← x̄ + p∗.

� Om λ∗W ≥ 0 är x̄ optimal. Klar!

� Annars, λ∗k < 0 för n̊agot k. L̊at W ←W\{k}. Ny iteration.
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Exempelproblem

Betrakta följande tv̊adimensionella exempelproblem.

min x2
1 + x1x2 + 2x2

2 − 3x1 − 36x2

d̊a x1 ≥ 0,

x2 ≥ 0,

−x1 − x2 ≥ −7,

x1 − 5x2 ≥ −25.
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Geometrisk illustration av exempelproblemet
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Optimallösning till exempelproblemet

Antag att vi vill lösa exempelproblemet med active-set metod.

Startpunkt x = (5 0)T .

Vi kan initialt välja W = {2} eller W = {0}.

Optimallösning x∗ =
(

15
32

5 3
32

)T
med λ∗ =

(
0 0 0 3 1

32

)T
.
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Kommentarer till active-set metod för kvadratisk programmering

Active-set metod för kvadratisk programmering:

� “Billiga” iterationer. Endast ett bivillkor läggs till eller dras ifr̊an W .

� AW bibeh̊aller full radrang.

� Rättfram modifikation till fallet H � 0. (För H = 0 f̊ar vi

simplexmetoden om startpunkten är en extrempunkt.)

� Kan kräva exponentiellt antal iterationer.

� Kan cykla (i teorin). Anticyklingsstrategi som i simplexmetoden.

� Kan “varmstartas” effektivt om startpunkten har “nästan rätt”

aktiva bivillkor.
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Att hitta en till̊aten punkt

Antag att x̄ inte är till̊aten. Vi kan d̊a exempelvis lösa

(LP )

min t

d̊a Ap + et ≥ −(Ax̄− b),

t ≥ 0,

p ∈ IRn, t ∈ IR.
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Active-set metod för linjärprogrammering

Antag att H = 0, dvs problemet är

(LP )
min cTx

d̊a Ax ≥ b, x ∈ IRn.

Vi kan lösa

 H̄ AT
W

AW 0


 p̄

−λ̄W

 = −

 c

0

, där H̄ uppfyller

ZT
WH̄ZW � 0, för matris ZW vars kolumner bildar bas i null(AW).

Önskad steglängd längs p̄ är oändlig, dvs αmax ger steglängden.

Simplexmetoden baseras p̊a kvadratisk AW . I varje iteration släpps ett

bivillkor, l, och läggs till ett bivillkor, k.
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