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Losningar till SF1852 Optimeringslara for E, 25/10-08

(a) Flodesbalans i noderna ger upphov till féljande optimeringsproblem

maximera f
da zpp+zi3=f
—r12 +x23 + 224 =0
—213 — w23 + X34 =0
—T24 — T34 + g5 =0
—Z45 = —f
0<mzy <¢y

For att overfora problemet pa standardform infor vi slackvariablerna z;; > 0
sadana att x;; + 2z;; = ¢;j. Om vi later

-
x=[ w12 @13 T3 To4 T Tas 212 213 223 224 234 245 |

c:[oooooooooooo—1]T
1 1 0 0 0 0 -1
-1 0 1 1 0 0 0
Ay=|0 -1 -1 0 1 0], Az=|0],
0o 0 0 -1 -1 1 0
0O 0 0 0 0 -1 1
1 0 0 0 0 0] (1]
010000 13
- 1001000 e
An=An=1, 091 ¢ ol P27 o4
000010 34
0000 0 1] | 45 ]
och

A O A13] [ 0 }
A — s b =
|:A21 A22 0 ! b2

Vart optimeringsproblem ar da ekvivalent med foljande standardproblem

minimera c¢'x

da Ax=Db
x>0
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(b) Vi anvénder Gauss-Jordans metod pa den givna matrisen. Elementéra radop-
erationer ger upphov till féljande sekvens av ekvivalenta matriser

1 1 0 0 0 11 0 0 0 110 0 0
A_|"1 0 1 1 o o1 1 1 0f_ 011 1 0
0 -1 -1 0 1 0 -1 -1 0 1 000 1 1
0 0 0 -1 -1 00 0 -1 -1 000 -1 —1
1100 0 10 -1 -10 10 -10 1
01110 01 1 1 0 01 1 0 -1 [T
N00011N00011N00011_[0]
0000 0 00 0 0 0 00 0 0 0

Nu ar A overford till trappstegsform med tre trappstegsettor.

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nr 1, 2 och 4 i A. Vi far alltsa

1 1 0

-1 0 1

R(A) = span ol 12110
0 0 -1

En bas till A'(A) kan bestdmmas enligt foljande. Sdtt x5 = 1 och x5 = 0 och
bestdm sedan x1, x2, och x4 (variablerna svarande mot trappstegsettor) sa att
Tx = 0. Detta ger en nollrums vektor. En andra nollrumsvektor erhalls om vi
gar tillviga pa samma sitt med x3 = 0 och x5 = 1. Detta ger att

1 -1
-1 1
N(A) = span 11,10
0 -1
0 1
2. (a) Vi anvénder nollrumsmetoden. Gauss-Jordans metod pa bivillkoret ger att

e A e

vilket ger foljande 16sning och nollrumsmatris

Saledes uppfyller x = X + Zv bivillkoret. Variabelbytet x = X + Zv ger upphov
till ett ekvivalent problem

1
minimera 5(1‘1 —xy—x3—1)> = minimera (2v — 1)?
da x1+a9+a3=2
T +r2=1
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Vi far optimalvardet v = % varvid

1 3
K =%+2Z0 =3 |1
2
(b) Vi ser att
1 1 0
x=10|, z=|-1 1
1 0 -1

ar 16sning till bivilkoret respektive nollrumsmatris for A = [1 1 1]. Saledes
uppfyller x = x + Zv bivillkoret. Variabelbytet x = X + Zv ger upphov till ett
ekvivalent problem

1
minimera 5(371 —xy—x3—1)> = minimera (2v; — 1)?

da x4+ x9+23=2

Vi far optimalvardet v = % samt U9 € R godtycklig. Detta ger 16sningen

3. (a) Gradienten ar

Vf(x) = [4(z} — Va1 + 222 221 + 2]

Viseratt Vf(x) = 07 da (z1,22) = (0,0), (21, 22) = (v/2, —2v/2) och (z1,22) =
(—+/2,21/2). Hessianen for f #r

5 (1222 —4 2
Vaf(x) = [ 5 nE
Vi far
V2£((0,0)) = ‘24 ﬂ indefinit
9 20 2 o .
ViF((V2,-2V2)) = 5 1| Dpositivt definit
9 20 2 .. .
VZF((—V?2,2V2)) = 5 q| Dositivt definit

Séledes dr punkterna (z1,z2) = (v/2,—-2v/2) och (z1,72) = (—v/2,2v/2) min-
punkter till f.
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(b) Optimeringsproblemet kan skrivas

minimera f(x)
da gi1(x) <0
g2(x) <0

dar
f(x) = :17:{’ — x%wg, g1(x) = lex + Zx% —4, go(x) = 531:11 + :UAQ1 —6
Gradienterna ar

Vf(x) = [32% — 2z122 —af]
Vg (x) = [4x? 8x§]
Vga(x) = [2023  4a3]

Vi testar harnast hurvida de féreslagna punkterna uppfyller KKT-villkoren
(Z) Da ($1,$2) = (1, —1) far vi

Vi(,-1)) =[5 —1]
Vai((1,-1)) = [4 _8]
Vga((1,-1)) = [20 —4]

Eftersom Vgi((1,—1)) och Vga((1,—1)) ar linjart oberoende och nollskilda
sa ar regularitetskravet uppfyllt och KKT ger nédvandiga optimalitetsvil-
lkor (notera att f inte &r konvex). KKT-villkoren &r

KKT1 5 —1]+[4 —8]y1+[20 —4]y2=0
gi((1,-1))=142-4<0 ok

RKT2  (1,=1))=5+1-6=0 ok
y1 =0
KKT
s y2 >0
ckpa | (142-4)=0

y2(5+1—6) =0

Fran KKT4 ser vi att y1 = 0. Om vi sedan 16ser ekvationssystemet i KKT1
med avseende pa yo far vi (y1,y2) = (0, —i). Detta bryter mot KKT3 sa
punkten (1, —1) uppfyller inte KKT villkoren.

(1) Da (x1,x9) = (—1,1) far vi

VI(-1,1) =[5 —1]
Voi((-1.1)) = [-4 8]
Vga((—1,1)) = [-20 4]

Eftersom Vg;((—1,1)) och Vga((—1,1)) ar linjart oberoende och nollskilda
sa ar regularitetskravet uppfyllt och KKT ger nédvandiga optimalitetsvil-
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lkor (notera att f inte &r konvex). KKT-villkoren &r

KKTL  [5 -1+ [~4 &p+[-20 4]=0
g((=1,1)=1+2-4<0 ok

RKT2 o (c1,1)) =5+1-6=0 ok
y1 >0

N A

A

y2(5+1—6) =0

Fran KKT4 ser vi att 1 = 0. Om vi sedan 19ser ekvationssystemet i KKT1
med avseende pa yo far vi (y1,42) = (0,1). Eftersom KKKT2-KKT4 ér
uppfyllda sa har vi visat att (z1,22) = (1, —1) &r en KKT punkt.

4. (a) Dualen ar

maximera 8y + 4ys
da y1+y2 < -3
y1—y2<4 (0.1)
—y1+y2 < -2
—Y1—Y2 <9
Motsvarande tillatna omrade och isokostline finns illustrerat i Figur 1.
(b) Enligt figuren i uppgiften ser vi att de tva forsta bivillkoren dr bindande i
optimalpunkten. Fran detta kan man ldsa ut att § = [0.5 —3.5]T med
motsvarande optimalviarde 2 = 8- 0.5 — 4 - 3.5 = —10. Detta framgar forstass
ocksa ur figuren.

(c) Genom uppdelning av variablerna i basvariabler respektive icke-basvariabler
erhaller vi uttrycket

c'x—bly =(cs— Agy)TXQ +(cs—Aly)Tx; =0

Eftersom alla faktorer &r positiva galler féljande valkdanda komplementaritet-
segenskap

Aly <cs =x;=0
Agy =c3 = x3>0 (x> 0savida inte baslosningen ar degenererad).
I vart fall har vi att
Y1 +92=-3
g — g2 =4
—1+ P2 =—4< -2
—J1— P2 =3<5

varvid foljer att 3 = (1,2) och 6 = (3,4). Motsvarande baslosning ges av

=2 1= 2] (-6
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vilket ger malfunktionesvérdet 2 = 6 - (—3) +4 -2 = —10. Primala och duala

malfunktionsvirdena &ar lika vilket bekraftar att & = [6 2 0 O]T ar den
primala optimallGsningen.
5. (a) Lat
x1
x = , A=l 1]
TN
samt
N N
F) ==Y Uklwg) == In(xy).
k=1 k=1
Optimeringsproblemet kan da skrivas
—minimera f(x)
da Ax<c¢ (0.2)

x>0

Eftersom —In(zy) — oo da xp — 0 sa foljer att bivillkoren x; > 0 inte kan
vara bindande. Dessa kan dérfor hallas implicita. Optimeringsproblemet &r
konvext eftersom det tillatna omradet F = {x : Ax < ¢; x > 0} ar konvext
och malfunktionens hessian

- 1 -
— 0 0
0 — 0

F(x) = V3f(x) = T3

0 0 0
1

0 5

L Ty

ar positivt definit och ddrmed konvex pa F. KKT-villkoren dr da nédvandiga
och tillrackliga villkor for optimalitet. Lagrange funktionen blir da

N N N
L(x,y) =) —In(zx) +y <Z Tp — C) = (= In(wp) + yag) —c

k=1 k=1 k=1
varvid KKT villkoren blir
1 L
—4+y=0,k=1,....N 8—:O KKT1
Tk 8.73k

SOV @, < c primal tillitenhet KKT2
y >0 dual tillatenhet KKT3

y (Zgzl T — c) =0 komplementaritet KKT4

KKT1 leder till att xj = %, kE =1,...N. Diarmed foljer att y > 0 och fran
komplementaritetsvillkoret i KKT4 ser vi att bivillkoret maste vara bindande,
vilket ger att y = % varvid det foljer att optimal losningen ar I = &, k =

1,...,N.
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(b) Malfunktionen

ar konvex pa det tillatna omradet F = {x : Ax < ¢; x > 0} (precis

som i (a)

foljer att det récker det att studera problemet da x > 0, k =1,..., N). Detta

foljer eftersom hessianen

- a -

w 0 0
lwiJral o
0 UJQW 0
F(x) =Vf(x) = 2
0 0 0
o
0 0 WN oy
L TN

vilken &r positivt definit da x > 0. Eftersom det tillatna omradet &r konvext

foljer att optimeringsproblemet &ar konvext.
Lat oss nu anvénda ledningen. Olikheten

f(%) = f(x) + Vf(x)(x —x)
kan skrivas om som
V() (&= %) > f(x) — f(%) >0

dér vi i andra olikheten anvander att x ar en global minpunkt. Med

1 1 1
—Vf(x): wlﬁ ’LUQ@ U}N@

far vi da att

vilket skulle visas.



