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KTH Matematik

Tentamen i SF1851 Optimeringslara for E.
Fredagen den 9 Januari 2009 kl. 8.00-13.00

Examinator: Ulf Jonsson, tel. 790 84 50

Tillitna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.
Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen l6sas med systematiska
metoder som ej blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.

Om ej annat anges i texten far kidnda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poang. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har rapporterats in. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a) Figur 1 illustrerar en servomotor. Med hjéilp av en spanning u styr man vrid-
momentet som accelererar motorns axel. Om vi later z9 beteckna motoraxelns
vinkel och z; dess vinkelhastighet sa far man foljande tidsdiskreta model

2+1D] [ e 0] [z1(0) 1—eh

[Zg(t+1) T 1= 1 |2(t) + h—1+4eh u(t)
dar A > 0 ar en fixerad positiv parameter. Ekvationen ovan visar hur servots
tillstand z(¢) = [21(t) 22(t)] T foriindras fran tidpunkten ¢ till tidpunkten ¢+ 1.
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Figure 1: Servomotor.

Antag att servot initialt &r i vila med vinkeln z5(0) = 6 (dvs z(0) = [0 H]T).
Vi vill styra servot sa att axeln efter tva tidsteg ar i vila med vinkeln z9(2) = 0
och att styrningen desutom sker sa att foljande kostnadsfunktion minimeras

21(1)% 4 22(1)? + u(0)? + u(1)2

Lat x = [21(1) 22(1) w(0) u(l)]T. Formulera ovenstaende styrproblem som
ett kvadratisk optimeringsproblem pa formen

1
miniera §XTHX
da Ax=Db
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dér b kommer att bero pa 6.

......................................................................... (5p)
1 000
i 0 110
(b) I denna uppgift &r A = L 00 ol
01 1 0 1
Bestam en bas till bildrummet R(A) och en bas till nollrummet N (A).
......................................................................... (4p)
2. I denna uppgiften skall du 16sa tva kvadratiska optimeringsproblem.
(a) Bestdm en optimal 16sning till féljande kvadratiska optimeringsproblem
minimera 530% — 6x120 + 53:% + 44x1 — 2029
Ar den optimala l6sningen unik?
......................................................................... (5p)

(b) Bestam en optimal 16sning till foljande kvadratiska optimeringsproblem med
linjara likhetsbivillkor

. 1/..2 2 2
minimera 5 (zy + 23 +23) — 1 — T2 — 13

da x14+20=3
r1+axz3=1

Ar den optimala 16sningen unik?

3. Betrakta foljande linjara optimeringsproblem

minimera 4z + 7xo + x3 + bxy — 225
da x1+ 229 +a3+2x4 —25=17
201+ 3x0+x3+24 — 25 =6 (1)
1+ 20+ 203+ x4 —25 =4
.7}120, 33‘220, $3Z, $4ZO, J}5f1"i

(a) Problemet &r inte pa standardform eftersom x5 ar fri. Ett sétt att overfora
problemet till standardform &r att l6sa ut x5 som funktion av x1,zs, 3 och x4
ur forsta ekvationen och sedan sétta in detta uttryck i malfunktionen och de
tva sista likhetsbivillkoren. Vi kan da skriva om problemet pa standardform i
variablerna x1, x9, 3 och x4. Visa att det reducerade problemet kan skrivas

minimera 2xq + 3x9 — x3 + x4 + 14
da —a1—x29ot+as=1
To—x3+x4=23
2120, 2220, x3 >, 1420
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(b) Los det reducerade problemet fran uppgift (a) med simplex metoden. Lat z;
och x4 vara basvariabler i den férsta simplexiterationen.

......................................................................... (6p)
(c) Vad &r optimala 16sningen till (1). ......... ... i (2p)
4. Betrakta foljande optimeringsproblem
minimera (21 + 2)? + (22 + 2)?
dEQL £U1—2£L'2—2§0
4—a22—22<0
—xI é 0
(a) Avgdr om nagon av (eller bada) punkterna z = [0 2]T och & = [2 O]T
uppfyller KKT-villkoren. ....... ... ... ... ... (6)

(b) Bestdam samtliga punkter som uppfyller KKT-villkoren. Du far anvinda grafisk
metod for att 16sa problemet men svaret skall motiveras. ................ (4p)

5. I denna uppgiften skall du studera ett problem som uppstar vid effektreglering i
mobila radiokommunikationssystem. I det sa kallade nedléankproblemet vill man
styra effekten som basstationen sénder till mobil station nr k sa att SIR (signal-
interferensforhallandet) blir storre &n en viss given kvantitet ;. Man vill samtidigt
minimera den totala effekten vilket leder till optimeringsproblemet

minimera Y, T
o 9k, kT
da -
L+ Zz:u;ek k127
Tk > 0

>, k=1,...,n (2)

dar

n betecknar antalet mobila radiostationer.
2y, betecknar effekten till mobilstation nr k.
v Onskat SIR for mobilstation nr k

gk, kanalforstarning.
I uppléankproblemet 16ser man optimeringsproblemet

maximera »,_; Yk
da 9k, kYk
101 ik LR
yp >0

<, k=1,...,n (3)

dér yi ater ar effekter. Notera att summan i SIR-olikheten i bivillkoret skiljer sig
fran nedlankproblemet.
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91,1
e —4g12 --- —gin
92,2
. . —921 T - T92n
(a) Definiera matrisen G =
gn,
—9n,1 —G9n,2 --- %

Visa att nedlanksproblemet i (2) kan skrivas som LP problemet

minimera 17x

da Gx>1 (4)
x>0
dar x = [951 To ... xn]Tochlz [1 1 ... l]T.
Ledning: Skriv om bivillkoren i (2) som linjira olikheter.
......................................................................... (4p)
(b) Visa att den totala effekten vid optimalititet ar lika for nedlédnk- och upplankproblemen,
dvs 22:1 i‘k = 22:1 Qk ................................................ (6p)

Lycka till!



