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Losningar till SF1852 Optimeringslara fér E, 9/1-09

(a)

Den tidsdiskreta modellen ger uphov till féljande bivillkor

e 0 1—e

O R PO P P10
a2 = [, s [ ]

Om vi anvénder att z(0) = [0 G]T samt z(2) = 0 samt definition for x sa far
vi bivillkoret

—1 0 1—eh 0 0
0 —1 h—1+e" 0 |7
e 0 0 1—eh 1o
1—eh 1 0 h—1+e" 0
A b

Malfunktionen kan skrivas
1
21(1)2 + 22(1)% + u(0)* + u(1)? = 5XTHX

med H =21, (4 x 4 identitetsmatris).

Kommentar: Det kvadratiska styrproblemet i denna uppgift ar for alla rimliga
viarden pa samplingsintervalet h (dvs h # 0) ointressant eftersom bivillkoret
har en unik 16sning (matrisen A &r inverterbar). Det finns saledes inget att
optimera.
Om man déaremot optimerar 6ver fler tidssteg sa blir problemet praktiskt in-
tressant.

Vi anvinder Gauss-Jordans metod pa den givna matrisen. Elementédra radop-
erationer ger upphov till féljande sekvens av ekvivalenta matriser

1 00 0 1 00 0 1000
A_|0 L rof fo 1 1o0] o110
1 000 0 000 000 0
01 10 1] |01 10 1] [01 01
10 0 0] [too 07 [too 0
01 1 0 011 0 010 1|_n
“loo o ol oo 1 -1]"]oo0o 1 —1]"
00 -11 o000 0] [000 0

Nu ar A overford till trappstegsform med tre trappstegsettor.
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En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nr 1, 2 och 31 A. Vi far alltsa

1 0 0

1 1

R(A) = span 11710l 1o
0.1 1 0

En bas till /(A) kan bestdmmas enligt foljande. Satt 24 = 1 (den enda vari-
abel som inte svarar mot en trappstegsetta) och bestdm sedan 1, xe, och x3
(variablerna svarande mot trappstegsettor) sa att Tx = 0. Detta ger att

2.  (a) Problemet kan skrivas

.. 1
minimera ixTHx +c'x

10 —6 14
H= [—6 10] 7 [—20}

Problemet dr konvext eftersom H &r positivt definit och darmed géller att

. ey-1._ |9
x=-H c—{_l

dar

ar en unik optimallosning.
(b) Problemet kan skrivas

. 1
minimera ixTHX +c'x

da Ax=Db
déar
1 00 -1
H=({0 1 0f, c= |—1
0 01 -1
1 1 0 3
A=lio b >= 1

Problemet kan 16sas med Lagrangemetoden eller nollrumsmetoden. Eftersom
H = I sa ar Lagrangemetoden enkel att anvanda. H&ar anvander vi dock noll-
rumsmetoden. Efter nagra elementéra radoperationerpa bivillkoret Ax = b far
vi ekvationssytemet
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Viseratt x = [I 2 0] é&r en 16sning till bivillkoret och
-1
N(A) = span 1
1
Med nollrumsmatrisen Z = [—1 1 1]T far vi
Z'HZ =3 (Positivt definit, dvs det existerar en unik optimallosning)
Z'HZV = -Z"(Hx+¢)=0 = v=0
och dérmed far vi att X = x+ Zv = [1 2 O}T ar en unik optimall6sning.
3 (a) Fran forsta ekvationen far vi x5 = x1 + 229 + 3 + 224 — 7. Om vi sétter in

detta 1 malfunktionen samt de tva sista bivillkoren sa far vi

f(x) =4z + Txo + 23+ bxg — 2(x1 + 2290 + 23 + 224 — 7) =221 + 300 — 23+ 24 + 14
gl(X) :2$1—|—3$2—|—x3+$4—(l‘l+2x2+$3+2$4—7)—6:$1+5L‘2—1‘4+1
gX)=r14+ro+2034+ 24— (11 + 200+ 23+224—7) —4=—x9+23— 24+ 3

Det reducerade LP problemet blir pa standard form

minimera

da

21 +3x9 —x3 + x4+ 14
—r1—rotaxy=1
To—x3+x4 =3

120, 2220, 3 >, 24 20

Enligt forslag skall vi starta med 3 = (1,4). Vi har da

3=(1,4) §=(2,3)
S IR
F=[2 1] I=[3 1]

Vi berdknar motsvarande baslosning, simplexmultiplikatorer samt reducerade
kostnader

Eftersom ro < 0 sa skall z9 in i basen. Utfor kvottest for att avgora vilken
variabel som skall ut ur basen

_ _ 2
as = Aﬂlag = |:1:|

. [ b, _ . (23
:miln{a—i;|ai2>0}:miln{§,§}:1

tmax
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Det foljer att x; skall ut ur basen. For nésta simplexiteration har vi darmed

5= (2,4) 5= (1,3)
[ el e
=3 1 =l -1

Vi berdknar motsvarande baslosning, simplex multiplikatorer samt reducerade
kostnader

b=x3=A;'b= H

y = (A}) g

I
—
o |

—_
—

1
Irs :C(;—A:;ry: |:1:|

Eftersom rs > 0 sa har vi hittat en optimal baslosning, X = [0 10 2]T.

(c) Den optimala lésningen till det ursprungliga problemet blir ddrmed

21=0
To=1
23 =0
Ty =2

T =21+ 209 +23+284 —7=-—1

4. (a) Optimeringsproblemet kan skrivas

minimera f(x)
da gi1(x) <0

g2(x) <0

g3(x) <0

dar

(x)

g1(x) =1 — 229 — 2

g2(x) = 4 — 2} — a3

93(x) = —z1

Gradienterna ar

VIx)=[2(z1+2) 2(z2+2)]
Vai(x) =1 —2]
Vga(x) = [-221 —2a5]
Vgs(x) = [-1 0]
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Vi provar punkten & = [O 2]T. Vi far
Vi) =[4 8]
Vg (x)=[1 -2
vgg()_() = [O *4]
Vgs(x) = [~1 0]

KKT villkoren ar

KKT1  [4 8]+ [1 —2ly;m+[0 —4]ya+[-1 0]yz=[0 0]

KKT?2 92((0,2

KKT3 ys > 0

KKT4 Yo -0 =

Fran KKT4 far vi att y3 = 0. Vi ser da att KKT1 och KKT3 ar uppfyllda om

y1 =0,y =2o0ch y3 =4. x = [O Q}T ar saledes en KKT-punkt.
Vi provar nu punkten £ = [2 O]T. Vi far

Vf(x)= [8 4]

Vai(x) = [1 —2]

Vga(%) = [-4 0]

Vgs(x) = [-1 0]

KKT villkoren ar

KKT1 8 4]+ [1 —2Jyi+[-4 0Jy2+[-1 0]yz=1[0 0]
01((2.0)=0=0 ok
KKT?2 92((2,0)) =0=0 ok
93((2,0)) = —2<0 ok
y1 =0
KKT3 y2 >0
y3 =0
y1-0=0
KKT4 y2-0=0
yz - (—4) =0
Fran KKT4 far vi att y3 = 0. Vi ser da att KKT1 och KKT3 ar uppfyllda om
y1 =2,y2 =2.50ch y3 =0. x = [2 O]T ar saledes en KKT-punkt.

(b) Ien KKT-punkt kan malfunktionens gradient skrivas som en negativ linjarkombination
(negativa koefficienter) av de bindande (aktiva) bivillkorens gradienter. I Figur 1
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A " Tk 1 . oo
s AL ’('\\\oa\“

Narbild pa KKT—punkt &

Figure 1: Den véanstra figuren illustrerar de tre bivillkoren samt tre isokostlinjer for
malfunktionen som passerar genom de tre KKT-punkterna. I den hogra figuren visas
en nérbild pa den tredje KKT-punkten.

ser vi att det finns tre KKT-punkter. KKT-punkt 1 och KKT-punkt 2 &ar de
tva punkterna som studerades i problem a. I KKT-punkt 3, & = (v/2,v/2), ér
endast det andra bivillkoret bindande.

5. (a) Bivillkoret kan skrivas om enligt

Gk KTk
L D20 e G

>, k=1,....n

n
S GkTR = Y Gk k=1,...,n

I=1,1%k
g n
k. k
54 — T — Z gk’lleLk:l,...,n
Tk I=1,14k

& Gx>1
Nedlanksproblemet ar saledes ekvivalent med LP-problemet

minimera 17x
da Gx>1 (0.1)
x>0
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(b) En liknande omskrivning som i problem (a) ger upplankproblemet kan skrivas

maximera 1Ty
di GTy<1 (0.2)
y=>0

Optimeringsproblemen (0.1) och (0.2) &r ett primal-dualt par. Da det antagits
att en optimal 16sning finns sa giller att 1Tx = 1Ty.



