Losningar till SF1852 Optimeringslira for E, 16/1-08

Uppgift 1.(a)

Problemet &r ett transportproblem, dvs ett specialfall av minkostnadsfloédesproblem.
Natverket bestar av 7 st noder A,B,C,P,Q,R,S, alternativt kallade 1,2,...,7,
samt 12 st bagar (A,P),...,(C,S), alternativt kallade (1,4),...,(3,7).

Den av transportchefen foreslagna 16sningen svarar mot ett uppspannande tréd i natverket,
dvs mot en baslosning till problemet. Det &r vidare en tillaten baslésning, ty balansekvation-
erna ar uppfyllda i alla noder och inga variabler ar negativa.

Man beréknar simplexmultiplikatorer y; ur villkoren y; — y; = ¢;; for basvariabler
(dvs tradbagar), samt y; = 0. Det ger att y = (4,6,5, -2, —1,—1,0).

Dérefter berdknas reducerade kostnader for icke-basvariabler ur r;; = ¢;; — ;i + y;.
Det ger att r;; = 1 for alla icke-basvariabler.

Den forslagna losningen ér alltsa optimal, eftersom r;; > 0 for alla icke-basvariabler.

Om man infor variabelvektorn

X = (2w 15 Ti6 T17 T4 Tas T2e Toy T34 T35 T3 T37 )T

och kostnadsvektorn

c=(cu4 c15 C16 C17 Coq C25 C26 C27 C34 C35 C36 C37 )T:
=(656597778765),

sa kan det betraktade transportproblemet skrivas pa formen

TP : minimera c¢'x
da Ax =D,
x > 0,
dar
1 1 11 0 0 0 0 0 O 0 O] 70
O 0001 1 1 1 0 0 0 0 90
o 000 00 0 0 1 1 1 1 60
A=|-1 0 0 0 -1 0 0 0O -1 0 0 O] och b=]-50
0-1 0 0 0-1 0 0O 0-1 0 O© —60
0 0-1 0 0 0-1 0 0 0-1 0 —170
00 0-1 0 0 0-1 0 0 0 -1 —40

En optimal 16sning &r, enligt ovan, x = (50 20 0 0 0 40 50 0 0 0 20 40 )T,



Uppgift 1.(b)

Forst kan konstateras att A Ar symmetrisk, dvs AT = A, vilket medfor att
R(AT) = R(A) och N(AT) = N(A).

Nu anvénder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen

2 -1 -1
A=| -1 2 -1
-1 -1 2

Multiplikation av forsta raden med 0.5 ger till resultat matrisen

1 —-0.5 —-0.5
-1 2 -1
-1 -1 2

Addition av (+1) ganger forsta raden till andra raden, samt addition av (+1) ganger forsta
raden till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 -05 -0.5
0 1.5 —-1.5
0 —-15 1.5

Multiplikation av andra raden med 1/1.5 ger till resultat matrisen

1 —-0.5 —-0.5
0 1 -1
0 —-1.5 1.5

Addition av (40.5) ganger andra raden till forsta raden, samt addition av (+1.5) ganger
andra raden till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 0 -1
01 -1 |=T.
00 O

Nu ar A 6verford till trappstegsform med tva trappstegsettor.

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vélja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna nr 1 och 2 i A.

2 -1
De tva vektorerna | —1 | och 2 | utgor alltsa en bas till savil R(A) som till R(AT).
—1 —1

En bas till N(A) kan bestdmmas enligt f6ljande:

Satt 3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)

och bestdm sedan 1 och xy (variablerna svarande mot trappstegsettor) sa att Tx = 0.
1

Det ger den forsta och enda basvektorn | 1 | till savil A(A) som till V(AT).
1



Uppgift 2.(a)

Om vi infor slackvariabler x5 och g, for att overfora olikhetsbivillkoren till likhetsbivillkor,
samt byter tecken pa malfunktionen, for att 6verféra maximeringsproblemet till ett minimer-
ingsproblem, sa far vi ett LP-problem pa standardformen

minimera c¢'x

da Ax=b,
x>0,

oA 122110 (90 T _ a4 o
dar A = 9 9 1 1 0 1], b= <60) och ¢' =(-3,-4,-2,-1,0,0).
Startlosningen ska ha basvariablerna xs och xg, vilket innebéar att

B =(5,6) och 6 = (1,2,3,4).

10

12 21
0 1},medan A5—|: ]

Motsvarande basmatris ges av. Ag = [ 2.2 1 1

Basvariablernas vérden i baslosningen ges av xg = b, dir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[1 07 /b1 _ (90 = (b (90
dvs 0 1) (52) = (60)’ med l6sningen b = <52> = (6())'
Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhélls ur systemet Agy = cg,

[1 0] /w1 _ (O () _ (0
dvs 01 <y2> —(0),medlosn1ngen y = <y2> = <0)

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

I‘g—:C;gr_yTA(S:(_3a_47_2a_1)_(07 O)|:1 o

5 9 1 1}:(—3,—4,—2,—1).

Eftersom rs, = ro = —4 &r minst, och < 0, ska vi lata z2 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn &z ur systemet Agay = ag,

1 0 a2\ 2 .. - (a2 _ 2
dvs [0 1} <&22> = <2>, med l6sningen as = <622> = <2>

Det storsta varde som den nya basvariabeln xo kan ¢kas till ges av
bi 90 60 60 b
M = min{ — | @ > 0p = min{ —, — =—=_2
1 a;2 2 2 2 ago

Minimerande index &r ¢ = 2, varfor x5, = x¢ inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av xo.

Nu ar alltsa 8 = (5,2) och 6 = (1,6,3,4).

1 2

1 0 2 1
0 2},medan A5—|: ]

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 2 1 1 1

Basvariablernas viarden i baslosningen ges av xg = b, diir vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

1 27 b1\ (90 = (b1} _ (30
dvs [0 2} <l_)2> = <60>’ med lGsningen b = (52) = <30>.

3



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

1 0 Y1\ 0 . (Y1) 0
dvs {2 2} <y2> = <_4>,med l6sningen y = (y2> = (_2>.

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

10 2 1
rg:cg—yTAgz(—S,0,—2,—1)—(0,—2)[2 L1 1}:(172,0, 1).

Eftersom rs > 0 sa ar den aktuella baslosningen optimal.

Darmed ar punkten z; = 0, o = 30, 3 = 0, x4 = 0 optimal till det ursprungliga problemet.
Optimalvardet ar —120 till minimeringsproblemet och +120 till maximeringsproblemet.

Uppgift 2.(b)

Eftersom r5, = 13 = 0 sa paverkas inte malfunktionen om vi later ickebasvariabeln x3 0ka
fran sitt aktuella varde 0. Vi kan darfor lata x3 bli ny basvariabel.

Da behover vi berdkna vektorn az ur systemet Agaz = a3,

1 2 a1z \ 2 .o - (a3 _ 1
dvs [O 2} <523> = <1>, med l6sningen ag = <a23> = (0.5).

Det storsta varde som den nya basvariabeln x3 kan ¢kas till ges av

b; 30 30 30 b
Fmax _ iy 7_Z |ai3>0 =min<{ —, — :_:7_1
1 a;3 ]. 05 ]. a3
Minimerande index ar ¢ = 1, varfor x5, = x5 inte lingre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av x3.

Nu ar alltsa 8 = (3,2) och 6 = (1,6,5,4).

2 2}, medan A5—|:

1 011
1 2 ’

Motsvarande basmatris ges av Ag = { 21 0 1

Basvariablernas varden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

[2 2] (b1 (90 = b1\ _ (30
dvs 12 <b2> = <60>’ med l6sningen b = <b2> = <15>.

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhalls ur systemet Agy = cg,

(2 1] (o) (-2 (i _ (O
dvs 2 2 (y2> = <_4>,med losningen y = <y2> = (_2).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

101 1
r}:c}—yTA(;:(—S,O,O,—l)—(O,—Q)[2 Lo 1}:(1,2,0,1).

Eftersom rs > 0 sa ar dven denna baslosningen optimal (vilket vi redan visste).

Darmed ar punkten x7 = 0, o = 15, x3 = 30, x4 = 0 optimal till det ursprungliga problemet.
Optimalvardet ar —120 till minimeringsproblemet och 4120 till maximeringsproblemet.



Uppgift 3.(a)

1 6
Vi utfor radoperationer pa matrisen [ A b } =|-1 0 1 =3
-1 -1 0
1 1 0 6
Addition av (+1) ganger forsta raden till andra radenger |0 1 1 3
|0 -1 -1 0
1 1 0 6
Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden ger |0 1 1 3
000 3

Tredje raden motsvarar nu ekvationen 0 - 21 4+ 0- 22 4+ 0- 23 = 9 som saknar 16sning.

Uppgift 3.(b) Att minimera |Ax — b|? &r ekvivalent med att 16sa ATAx = ATb.

2 1 -1 9
Vi utfor darfor radoperationer pa matrisen [ ATA ATb ] = 1 2 1 6
-1 1 2 =3

Addition av (—0.5) ganger forsta raden till andra raden, samt
2 1 -1 9
addition av (40.5) ganger forsta raden till tredje raden, ger | 0 1.5 1.5 1.5

0 15 15 1.5

Addition av (—1) ganger andra raden till tredje raden, samt
2 0 -2 8
addition av (—2/3) ganger andra raden till tredje raden, ger | 0 1.5 1.5 1.5
0 0 0 0

En 16sning (av flera) till detta systemet dr X = (4, 1, 0)7.

Uppgift 3.(c) En 16sning till normalekvationerna #r enligt ovan X = (4, 1, 0)7,
med Ax = (5, —4, —1)T. D4 giller ekvivalensen ATAx = ATb < Ax = Ax.
Vi ska nu minimera 3 |x|> d& Ax = AX.

Optimal 16sning till detta ges av X = AT1, dir AATG = Ax.

2 -1 -1 5
Vi utfor darfor radoperationer pa matrisen [ AAT Ax ] = -1 2 -1 —4
-1 -1 2 -1

Addition av (+0.5) ganger forsta raden till andra raden, samt

2 —1 —1 5
addition av (40.5) ganger forsta raden till tredje raden, ger | 0 1.5 -15 -1.5

0 —1.5 1.5 1.5
Addition av (+1) ganger andra raden till tredje raden, samt

2 0 —2 4
addition av (+2/3) ganger andra raden till férsta raden, ger [ 0 1.5 —1.5 —1.5

)
o
)
ja)

En 16sning (av flera) till detta system &r @ = (2, —1, 0)T.

Dadr x=ATa= (3, 2, —1)T minimum-normlésningen till minsta-kvadratproblemet.



Uppgift 4.(a)
Lat f(x) = 8z% — 623, ¢g1(x) =227 + 325 — 12 och go(x) = 8 — 227 — 323.
Da kan vart givna problem skrivas: minimera f(x) da g;(x) < 0 och ga2(x) < 0.

Gradienterna ges av
Vf(x) = (16x1, —12x32), Vg1(x) = (4x1, 622) och Vga(x) = (—4x1, —622).

KKT-villkoren for detta problem ér:

KKT-1: Vf(x) +31Vg1(x) + y2Vga(x) =0T,

KKT-2: g;(x) <0 fori=1,2,

KKT-3: y; >0 fori=1,2,

KKT-4: y,;gi(x)=0fori=1,2.

som i vart speciella fall kan skrivas

KKT-1: 4z1(44y1 —y2) =0 och 6z3(—2+4y1 —y2) = 0.
KKT-2: 2224323 —12<0 och 8—2x% — 323 <0.
KKT-3: y;1 >0 och y3 > 0.

KKT-4: y;(222 + 323 — 12) =0 och y2(8 — 2273 — 323) = 0.
Uppgift 4.(b)

Ur KKT-4 foljer att minst en av y; och yo maste vara lika med noll.

Ur KKT-1 foljer att minst en av x1 och x5 méaste vara lika med noll.
A andra sidan kan inte bade x1 och x9 vara noll samtidigt, ty da uppfylls inte KKT-2.
Alltsa ar exakt en av x1 och x5 lika med noll i varje KKT-punkt.

Antag forst att z1 # 0 medan zo = 0.
Da foljer ur KKT-1 att y; = 0 och yo = 4, varefter KKT-4 ger att 1 = 2 eller —2.

Antag sedan att xo # 0 medan z; = 0.
Da foljer ur KKT-1 att 3 = 2 och yo = 0, varefter KKT-4 ger att xo = 2 eller —2.

Vi har alltsa foljande fyra KKT-punkter och tillhérande Lagrangemultiplikatorer:

x:(g>ochy=<2), x:<_(2))ochy=<2>a
e (D omr=(2), %= (D) omv=(2).



Uppgift 5.(a)

Om bade 21 > 0 och x5 > 0 sa ges gradienten till f av

-8 -8
\Y = -1, -3),
10 = G TR (m 1) CEICTSARE
medan Hessianen till f ges av
16 8
(1 +1)3(22+1) (21+1)2(x2+1)2
F(x) =
8 16
(1 +1)%(z2+1)2 (z1+1)(z2+1)3
Speciellt &r Vf(xM) = (=2, =4) och F(x1) = [ 015 Of) ]

b
om och endast om a > 0, ¢ > 0 och ac — b% > 0, vilket &r uppfyllt for F(x(1).

Matrisen F(x(l)) ar positivt definit, ty en matris av typen [ “ . } ar positivt definit

Dérmed bestdms Newtonriktningen d(V) ur ekvationssystemet F(x(0)d() = —v f(x()T,

1 0.5 di\ (2 . a_ (0
dvs systemet [0'5 1 ] <d2> = (4>, med 16sningen d\V = 1)

Vi provar steget med ¢, = 1, sa att x®) = x() +,d® =x1) 440 = (é)
Da blir f(x(®)=8/12—-1-15 < —15, medan f(xV))=8/4—-1-3= -2

Eftersom f(x(?)) < f(x(V)) gick steget med t; = 1 bra, och vi accepterar x(?) = <é>
som nésta iterationspunkt. Déarmed har vi utfért en iteration med Newtons metod.
Uppgift 5.(b)

Vi ser att for alla viarden pa 7 och xg ar f(x) < 8 — x1 — 3z2,
sa om exempelvis 23 = 1 och g — 400 sa far vi att f(x) — —o0.

Det betyder att det inte finns nagon global minpunkt till f(x), och ddrmed &r
det forstas omojligt for Newtons metod att konvergera mot en sadan.



Uppgift 6

Kalla de sokta matriselementen for x;; i stallet for a;; och infoér variabelvektorn

N
x=(x11 T2 T13 T2l T2 T2z T3l T3z T33 ) -

Da kan det betraktade problemet skrivas pa formen

minimera %XTI X

da Ax =b,

dar
1 1 1 0 0 0 0 0 07 71
000111000 T9
{00 0O0O0O0O0OT1T1:1 L
A= 1 00100100 » b= k1
01 0010010 ko
L0001 00100 1] ks

och I ar en 9x9 enhetsmatris.

Detta &r ett konvext QP-problem med linjéra likhetsbivillkor, sa X &r optimal om och endast
om det finns en vektor 1 sa att % och @ tillsammans uppfyller I — ATt = 0 och A% = b.
Antag att X = ( T11 T12 13 To1 Too Tos 31 T3z L33 )T definieras av att

N i + kj
mij =

 fori=1,2,30chj=1,23.

Da ar Ak = b uppfyllt (pga att r1 + ro +r3 = 0 och ki + ks + k3 = 0).
Lat @ = (v1, v2,v3, w1, w2, w3)". Da kan villkoren I% — AT = 0 skrivas
Zij =v; +wj for ¢ =1,2,3 och j = 1,2,3, dvs

’I”Z'—I-kj

3 =v; +wj; fori =1,2,3 och j = 1,2, 3,

. k.
som &r uppfyllda for v; = % och w; = gj fori=1,2,3 och j =1,2,3.

Alltsa ar X optimal.



