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Optimeringslara for T (SF1861)

1. Kursinformation
2. Exempel pa optimeringsproblem

3. Introduktion till linjarprogrammering
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Kursinformation

e Kurs 1 grundlaggande optimeringslara samt linjar algebra.

e Amnet tillampas inom till exempel
— Telekommunikation, t.ex. basstationsplacering
— Signalbehandling, t.ex. taligenkanning
— Reglerteknik, t.ex. banplanering
— Ekonomi, t.ex. portfoljplanering
— Logistik, t.ex. product chain management

— Medicin, t.ex. stralningsterapiplanering
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Larare

e Per Enqvist (Email: penqvist@math.kth.se)

e Johan Markdahl (Email: markdahl@math.kth.se)
e Johan Thunberg (Email: jthu02@kth.se)
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Kursmaterial

Foljande material saljs pa Matematiks studentexpedition, Lindstedtsv 25.
e Optimization, av Amol Sasane och Krister Svanberg.

e Exempelsamling i Optimeringslara for T.
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Kommentar till OH bilderna

e Till de flesta forelasningarna kommer det att finnas OH-bilder

(tillgangliga efter forelasningen pa hemsidan).

e Dessa sammanfattar forelasningen samt ger vissa komplement till

kurslitteraturen.
e Det finns ocksa lasanvisningar langst bak i OH-haftet.
e OH-bilderna ar inte ekvivalenta med forelasningarna.

e Jag passar pa att tacka Ulf Jonsson for arbetet han lagt ner pa
OH-bilderna.
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Kursens hemsida

Pa kursens hemsida
http://www.math.kth.se/optsyst/grundutbildning /kurser /SF1861/

finns
1. preliminart schema
2. lasanvisningar

3. hemtalen och information om inlamningsdatum kommer att anslas

pa kursens hemsida.
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Hemuppgifter (HEM1 1.5 hp)

Tre frivilliga hemuppgifter i Matlab delas ut under kursens gang.
e Hemtal 1: Linjar algebra.
e Hemtal 2: Strukturoptimering.

e Hemtal 3: Ljuddamparoptimering - | samarbete med Ljud och
Vibrationer.
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Regler for hemtalspoang
Beloning for 0 < X < 12 hemtalspoang
e X < 5 geringen beloning.

e 5 < X < 8 medfor att deluppgift 1.(a) ej behover losas pa
tentamen. De 5 tentamenspoangen for 1.(a) erhalls anda. Denna
bonus galler under ett ar.

e X > 9 medfor att uppgift 1 e behover losas pa tentamen. De
5+ 4 = 9 tentamenspoangen for uppgift 1 erhalls anda. Denna
bonus galler for all framtid.

Den student som erhaller minst 9 hemtalspoang blir inrapporterad
godkand pa momentet HEM1.

Den student som INTE erhaller minst 9 hemtalspoang blir anda
inrapporterad godkand pa momentet HEM1 den dag han/hon blir
godkand pa tentamen och far momentet TEN1 inrapporterat.
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Tentamen

Maximalt resultat pa tentamen ar 50 poang. Preliminara betygsgranser:

Betyg | A B C D E FX

Poang | 43-50 | 38-42 | 33-37 | 28-32 | 25-27 | 23-24

e Vid tentamen delas en kortfattad formelsamling ut. Inga andra
hjalpmedel ar tillatna. Ingen raknare pa tentan!

e Ordinarie tentamen ar Tisdagen den 24:e maj.

e Anmalan till tentamen ar obligatorisk och kan goras via "Mina
Sidor” mellan den 18:e april och 8:e maj.
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Kursmoment

1. Linjar optimering

2. Linjar algebra

3. Kvadratisk optimering

4. Olinjar optimering utan bivillkor

5. Olinjar optimering med bivillkor
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Tre exempel pa optimeringsproblem

1. Natverksoptimering

e Linjarprogrammeringsproblem

2. Linjar regression (modellanpassing)

e Kvadratiskt optimeringsproblem

3. Trafikreglering i kommunikationssystem

e Olinjart optimeringsproblem med bivillkor
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Natverksoptimering

40 r13/C13
() (3]

L ]

Data skall skickas fran datorer i nod 1 och 2 till datorer i nod 3, 4, och 5.

Kostnaden for trafik i lanken mellan nod ¢ och j ar ¢;; Kr/Kbyte.
Datatrafiken fran nod ¢ till nod j betecknas x;; och mats i Kbyte.

Vi vill minimera kostnaden for datatrafiken.
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Natverksoptimering

Resulterande optimeringsproblem

minimera E CijTij
alla bagar
da T1o + T13 = 40

—T12 + 23 + Toa = 35

—x13 — T23 + T34 + x35 = —30
—Xo4 — T34 + Tg5 = —25
—x35 — Tg5 = —20

z;; > 0, alla bagflode
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Linjar regression (modellanpassing)

0

e(t)

y(t)

Problem: Anpassa en linjar regressionsmodell till matdata.
Regressionsmodellen :  y(t) = Z a;;(t)
j=1

e Y;(t), 7=1,...,n ar regressorerna (kanda funktioner)

System

e a; =j =1,...,n ar modellparametrarna (skall bestammas)

e ¢(t) matbrus (ej kand)

e s(t) observationer - uppmatta data.
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|dé for modellanpassning: Minimera kvadratsumman av prediktionsfelen

m n

minimera % y:(y: a;;(t) — s(t:))?

i=1 j=1

e Detta ar ett minsta kvadratproblem.

e Speciell typ av kvadratiskt optimeringsproblem.
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Trafikreglering i kommunikationssystem

Vi betraktar ett kommunikationsnatverk bestaende av tva lankar. Tre

kallor skickar data over natverket till tre olika destinationer.

Kalla 1

~

Destination

!

.

Q Lank 1 N Lank 2 Q
N
Kalla 2 Destination?2, |Kalla 3 Destination 3
e Kalla 1 anvander bada lankarna.
e Kalla 2 anvander lank 1.
e Kalla 3 anvander lank 2.
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e Lank 1 har kapaciteten 2 (normaliserad storhet [datamangd/sek])

e Lank 2 har kapaciteten 1

e De tre kallorna sander med datahastigheterna z,.,, » =1, 2, 3.

e De tre kallorna har varsin nyttofunktion U,(z), r = 1,2, 3. Ett
vanligt val av nyttofunktion ar U,.(x,) = w, log(z,).

For effektivt och rattvist uttnyttjande den tillgangliga kapaciteten valjer

man datahastigheterna enligt foljande optimeringskriterium

maximera

da

Ur(x1) + Ua(2) + Us(z3)
1+ T2 < 2

r1+a3 <1

r1 20, 10>0, 23>0
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Introduktion till linjarprogrammering (LP)

1. Formulering av exempelproblem
2. Tillaten losning och optimalitet
3. Grafisk illustration av tillatenhet och optimalitet
4. Introduktion av simplexmetoden

5. Nagra hojdpunkter inom LP teorin
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Formulering av exempelproblem
e Ett foretag producerar tva produkter P; och P
e Maskinerna M; och M5, anvands vid produktion av saval P; som Ps

e Produktionskapaciteten for maskinerna [dygn/enhet]:

M1 | a11 = 35| | 612 = g5

Mz | ay = =5 a2

e Priset for produkterna [KKr/enhet]:
produkt pris
P c1 = 200
P co = 400

e Mal: Bestam produktionsvolymen sa att foretagets profit maximeras.
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Lat

e 1, antal enheter av produkt P, som produceras per dygn, £ =1, 2.

Den maximala profiten erhalls som losningen till foljande

optimeringsproblem:

maximera 200:61 + 400:52
da xl + 2 5172 <1
510x1 + 50x2 <1
x>0, k=12
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Kompakt formulering:

max c'x
dd Ax <, (1)
x>0
dar
. E = - 1 o 200
_% %_ _1_ _400_

Optimeringsproblemet (1) ar ett linjarprogrammeringsproblem:

e Linjar kostnadsfunktion ¢!z

e Linjara bivillkor Ax < b och > 0 (komponentvisa olikheter)
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Tillaten losning och optimalitet

Det tilldatna omradet till (1) ges av
F=A{x:Ax <b;, v >0}
e Varje punkt z € F kallas tillaten

e Punkten £ € F kallas optimal om ¢!'2 > c¢l'z, for alla z € F.
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Grafisk illustration av tillatenhet och optimalitet

En olikhet av typen aj.x < by, k = 1,2 svarar mot ett halvplan

T T T // T |

10 20 30 40,50
// 3
562:—5551‘1—60

Har ar
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Tillatna omradet till vart exempelproblem blir en polyheder med fyra

horn

A Qj2
60+

50

40
30

20
10

P

10 20 30 40 50 %1
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Malfunktionen illustreras bast med isokostlinjer c' x = z.

| vart exempel svarar dett

a mot linjen

C1 Z Z
Tp = ——a1 + — = —0.52; + —
Co Co 400
Ay
60+ 2
50
C
40
Q-
20
10¢ ro = —0.5x1 + 25
T T T Y .\>
10 20 30 40 50 X1
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e Vi ser att optimum antages i hornet z = (0, 50)

¢!z = 20000.

e Optimalvardet blir 2
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Man kan visa foljande sats

Sats 1. Om det finns en optimal Iosning till

maximera clx

sa finns det en optimal hornlosning.

e Satsen visar att det racker att leta bland hornpunkterna nar man
loser optimeringsproblemet.

e Vi kommer senare att ge en precis algebraisk mening at begreppet
hornpunkt.
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Introduktion till simplexmetoden

Bestam initial
hornpunkt

Ar hornpunkte
optimal?

Finn battre

intilliggande
hornpunkt

KLART

| algoritmen soker man alltid utefter en kant som utgar fran det horn

som man befinner sig |.

Introduktion - UIf Jonsson & Per Enqvist
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60F 60+
50 50
4 40
30} 30
20 20
10t 10
I I I I —— l l
10 20 30 40 50 —1 10 20 30 40 50 1

Alternativ 1 Alternativ 2

e Hur valjer man kortaste vagen?
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e Det finns ingen effektiv algoritm som garanterat hittar kortaste

vagen till optimum.

e Simplexalgoritmen finner i allmanhet en kort vag till optimum.

— Valjer vad som (lokalt) verkar vara basta vagen.

e Hur vet man att man hittat optimum?
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Simplexalgoritmens val av riktning

. C . —
10 20 30 40 50 *1

Det ar lokalt battre att ga langs kanten med “enhetsrikting” d; an att
ga langs kanten med “enhetsrikting” d,. Detta foljer eftersom
c'dy = ||c|| - ||du]| cos(61) > llc] - |da]| cos(62) = c" da

N~ N~
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Stoppkriterium

C

T T T T T »
10 20 30 40 50 X1

Vi har natt optimala hornpunkten da

Cle S 0
CTCZQ S 0
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Hojdpunkter de kommande veckorna

e Simplexalgoritmen:

— Vart geometriska resonemang ger intuition men maste ersattas

med linjar algebra for numerisk implementation.
— Hornpunkter och kantriktingar erhalls som losningar till linjara
ekvationssystem.
e Dualitet:

— Till varje linjart optimeringsproblem finns ett dualt linjart
optimeringsproblem.

— Dualen ger ny insikt och anvands for att harleda

optimalitetsvillkor.

e Tillampningar: Diet problem, transportproblem, lagerstyrning,
natverksoptimering.
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Kommentar

Exemplet ar taget fran

“An Introduction to Linear Programming and the Simplex Algorithm”
En www kurs som finns pa adressen

www.isye.gatech.edu/ spyros/LP /LP.html
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LP-problem pa standardform

mn
minimera E Ci — minimera c¢'x
:1 o
jn da A.X — b
da g a;;r; = b, 1=1,...,m x>0
Jj=1
x] Z O) J = 17 y T
dar
ai1 A1n bl C1 X1
A= ., b= , C= , X =
_aml afmn_ _bm_ _Cn_ _xn_
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e Det antages att A har linjart oberoende rader.

— Annars kan man reducera problemet genom att ta bort rader.

e Vi antar att n > m, vilket betyder att linjara bivillkoret ar
underbestamt. Om n < m finns i allmanhet antingen

— en unik losning

— Ingen losning varvid optimeringsproblemet ar ointressant
e Alla linjara optimeringsproblem kan overforas till standardformen.

e Vi kommer harleda en simplexalgoritm for LP pa standardform.
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Knep for att transformera godtyckligt LP-problem till standardformen

e maxc'x = —min(—c)'x

e Infor slack- respektive surplusvariabler vid olikhetsbivillkor

n n
® Z Q5 < bz ersatts av Z Q5 + o bi,
j=1 j=1
dar x,,,1 > 0 ar sa kallade slack-variabler.
n n
o Z Q5§ > bz ersatts av Z Qi — Tp+1 = bi,
j=1 J=1

dar x,,.1 > 0 ar sa kallade surplus-variabler.

e En variablel x;, som inte ar teckenbegransad kan ersattas med

: e 2 - / 2
differensen z;, =z}, — x}, dar z;, 2} > 0.
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Nagra vanliga former pa LP-problem

Form Primal Dual
minimera c¢'x maximera b'y
Standardformen dd Ax=Db dd Aly <c
x >0
minimera c¢'x maximera b'y
Kanoniska formen di Ax>Db dd Ay <ec
x>0 y =0
minimera c¢'x maximera b'y
Pedagogiska formen dd Ax>Db dd Aly=c
y >0

Introduktion - Ulf Jonsson & Per Enqvist
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Lasanvisningar

e Kapitel 1 (1.4 kursivt)
o Kapitel 2

o Kapitel 3
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Starting point

Givet startpunkten, om x> maximeras, var ar da det globala optimat och

vilken vag skulle Simplex Algoritmen valja 7
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Standard form

Givet optimeringsproblemet

maximize I
s.t. 1 < 2,
Ty + 313 = 2,
x1 > 0,23 > 0.

Skriv det p3 standardform, minc!z, sddant att Az = b och = > 0.
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