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Forelasning 10: NLP med olikhetsbivillkor och KKT villkoren
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Ickelinjar optimering med olikhetsbivillkor

Vi betraktar optimeringsproblemet

minimera  f(x)
dd ¢i(x)<0,:=1,...,m

dar f(x) och g;(x) ar reellvarda funktioner.
T

Om g(x) = [g1(x) ... gm(x)| sakan (1) skrivas

minimera  f(x)

dd g(x) <O0.
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Definition 1. Optimeringsproblemet (1) ar ett reguljart konvext
problem om funktionerna f och g1, ..., g,, ar konvexa och kontinuerligt
deriverbara och det finns en punkt xq € R"™ sadan att g;(xq) < O,
1=1,...,m

Sats 1 (KKT for konvexa problem). Antag att (1) ar ett reguljart

konvext problem. D3 ar X en (globalt) optimal I6sning om och endast
om det finns en vektor § € R™ s3 att

f(X )_l_Zz 1yzvgz( )_OT
g(X) <

1
2
3

Q<‘.>

(1) V
(2)
(3)
(4) ¥'g(x%) =0.
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Villkoren (2) — (4) kan goras mer explicita. Vi har att
V(%) = Z 9:9:(X) = 0
i=1

Eftersom g;(X) < 0 och g; > 0 foljer att 7;¢;(x) =0,¢1=1,...,m.
Vi far saledes foljande ekvivalenta villkor

(2') ¢:(X) <0,i=1,....,m,
(3,) gjiZO,izl,...,m,

(4) §;-9:i(x)=0,i=1,...,m.
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Geometrisk tolkning

Komplementaritetsvillkoret (4') implicerar att om ¢;(X) < 0 sa ar y; = 0.
Séledes kan villkor (1) skrivas

VIX) = - Z 9:V gi(X)
i:9:(%X)=0
detta betyder att gradienten ar en negativ linjarkombination av de
bindande (aktiva) bivillkorens gradienter.
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Kvadratisk optimering med olikhetsbivillkor

1
minimera —x'Hx + ¢'x + ¢
- (3)
da Ax > Db.

Om H ar positivt semidefinit ar detta ett konvext optimeringsproblem
och vi kan applicera Sats 1.

Sats 2. X ar en (globalt) optimal losning till (3) om och endast om det
finns en vektor y € R™ s3 att

(1) HRx +c=A'"y
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Trafikreglering i kommunikationssystem

Vi betraktar ett kommunikationsnatverk bestaende av tva lankar.

Tre kallor skickar data over natverket till tre olika destinationer.

Kalla 1

~

Destination

!

.

Lank 1

O

()

N

Kalla 2

l

O

Destination2

Kalla 3

¢

e Kalla 1 anvander bada lankarna.

e Kalla 2 anvander lank 1.

e Kalla 3 anvander lank 2.

Destination 3
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e Lank 1 har kapaciteten 2 (normaliserad storhet [datamangd/sek])
e Lank 2 har kapaciteten 1
e De tre kallorna sander med datahastigheterna z,.,, » =1, 2, 3.

e De tre kallorna har varsin nyttofunktion U,(z), r = 1,2, 3. Ett
vanligt val av nyttofunktion ar U,.(x,) = w, log(z,).

For effektivt och rattvist utnyttjande av den tillgangliga kapaciteten
valjer man datahastigheterna enligt foljande optimeringskriterium

maximera Uj(x1) + Us(xp) 4+ Us(x3)
dad x1 + 2, <2
r1+23 <1
120, 20 >0, 3 >0
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Antag Ui(z) = log(xy), kK = 1,2,3. Optimeringsproblemet kan skrivas

—minimera — log(z1) — log(z,) — log(x3)
da 1+ 2, <2
T1+ X3 S 1

Vi strok bivillkoren z;, > 0, £k =1, ..., 3 eftersom de automatiskt blir
uppfyllda ty — log(z) — oo x — 0.

Optimeringsproblemet ar konvext eftersom bivillkoren bestar av linjara
olikheter och malfunktionen ar en summa av konvexa funktioner och ar

darmed konvex.
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Optimalitetsvillkoren i Sats 1 blir

— T+ =0
(1) —L oy =

Y1(r1 + 220 — 2) =
yQ(ZCl -+ X3 — ].) —
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Ur (1) far vi

1 1 1
r1 — — —
Y1+ Yo Y1 Yo

Detta medfor att y; > 0 och 3, > 0 varvid komplementaritetsvillkoret
(4) ger att (2) ar uppfylld med likhet. Vi far

1 1 /3
y1+y2 _|_y1 =2 — Y1 = V3+1
1 1 _

y1+y2+5_1 y2_\/§

vilket i sin tur ger de optimala datahastigheterna

_ V34l V3
C3+2v3 T V34T

1
V3
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Allmanna ickelinjara optimeringsproblem med olikhetsbivillkor

minimera  f(x)

dad gi(x) <0, ¢ )

1,...,m

dar f(x) och g;(x) ar reellvarda funktioner. Om problemet inte ar
konvext (dvs om F = {x € R" : g;(x) <0, ¢ =1,...,m} inte ar
konvext och/eller f inte ar konvex pd F) kan man i allmanhet endast
harleda nodvandiga optimalitetsvillkor. Regularitetsvillkoret i Definition 1
maste ersattas med ett starkare villkor.

Definition 2. For x € F later vi Z,(x) beteckna indexmangden for de
aktiva bivillkoren i punkten x, dvs Z,(x) = {1 € {1,...,m} : g;(x) = 0}.
Definition 3. En tillaten Iosning x € F ar en reguljar punkt till (4) om
Vg;(x) fori € Z,(x) ar linjart oberoende.
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Sats 3 (KKT for allmanna problem med olikhetsbivillkor).

Antag att (4) ar ett reguljart problem. Om X ar en lokal optimal l6sning
sa finns en vektor § € R™ s3 att

f(x )+Zz 1yzv91(}/\() o'
(%) <0,i=1,...,m,

(1) V
(2) g
3) y, >0,i=1,.
(4) ¥;-9:(x)=0,i=1,...,m

Bevis: Satsen bevisas i Sektion 12 i gra haftet (ganska avancerat). Det
ar samma bevis som beviset for nodvandighet i Sats 1.
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Ett exempel

minimera (z; — 3)% + (22 — 2)?
da 21131—|—£I32—6§0,
r1 + 25132 — 6 S 0

Har ar f(x) = (21 —3)* + (22 — 2),
g1(x) = 2x1 + x5 — 6 och ¢go(x) = x1 + 22, — 6, sa da blir

Viix)= { 2(x1 — 3) 2(xy —2) } 7

Vgl(X)z[z 1}, ng(x)z[l 2}.
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Bestam losningar till KKT

Vi kan bestamma alla losningar till KKT-villkoren genom att betrakta
alla kombinationer av aktiva och inaktiva bivillkor.

(funkar pd sma problem)

Fyra fall uppstar:

1. Inga bivillkor aktiva Z,(x) = 0,
dvs g1(x) < 0 och g»(x) < 0.

2. Forsta aktivt och andra inaktivt Z,(x) = {1},
dvs g1(x) = 0 och g»(x) < 0.

3. Forsta inaktivt och andra aktivt Z,(x) = {2},
dvs g1(x) < 0 och g>(x) = 0.

4. Bada bivillkoren aktiva Z,(x) = {1, 2},
dvs g1(x) = 0 och g»2(x) = 0.
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Fall 1: Z,(x) =0

Fran KKT(4) far vi att bade y; = 0 och y, = 0.
D3 sager KKT(1) att

Vix)=1 2(z1 —3) 2(x2—2) } =0,

vilket ger att r1 = 3 och x, = 2.

Men eftersom KKT(2) inte ar uppfyllt (dvs x ar inte tilldten) for dessa
varden pa x sa kan inte detta vara en lokal minpunkt.
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Fall 2: 7,(x) = {1}
Fran KKT(4) far vi att y, = 0. D3 sager KKT(1) att
V) + 1V (x) = | 201 —3) 2(zs — 2) } + [ > 1 } —0.

vilket ger att 1 = 3 — y; och 2, =2 — 3, /2.
Antagandet att g;(x) = 0 ger nu med dessa z; och x>

2B =) +(2—-y1/2)—-6=0 = y1=4/5
Detta y; (och y,) uppfyller KKT(3), och da blir
v1=3—4/5=11/5 och 2o = 2 — 1/2(4/5) = 8/5.
Slutligen, g>(x) = 11/542(8/5) —6 = —3/5 < 0 s3 KKT(2) ar uppfyllt.

Alla KKT-villkoren ar alltsd uppfyllda.
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Fall 3: 7,(x) = {2}
Fran KKT(4) far vi att y; = 0. Da sager KKT(1) att

VI(X)+y2Vga(x) = | 2(z1 —3) 2(z2—2) } Y2 { 12 } =0,

vilket ger att 1 = 3 — y»/2 och x, =2 — .
Antagandet att g(x) = 0 ger nu med dessa z; och x>

(3= 12/2) +2(2—1y2) —6=0 = Y2 =2/5
Detta 1, (och y1) uppfyller KKT(3), och da blir
r1=3—1/5=14/5 och 2, =2 —(2/5) = 8/5.
Slutligen, ¢g1(x) = 2(14/5) +8/5—6 =1/5 > 0 sa KKT(2) ar ¢
uppfyllt.
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Fall 4: 7,(x) = {1,2}

Antagandet att g1(x) =221+ 22 —6 =0 o0ch g»(x) =21+ 22, —6 =0
ger att x1 = 2 och 2, = 2.

KKT(1) sager att V f(x) + v1Vag1(x) + 12Vga(x) =0,

[2(:131—3) 2(:1:2—2)}+y1[2 1}+y2[1 2}20,
med r; och x5 insatta ger det —2 4+ 2y; + y» = 0 och y; + 2y, = 0, sa
y1:—2/3OCh y2:4/3

Men detta y uppfyller inte KKT(3) s& detta kan inte vara en lokal

minpunkt.
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Grafisk illustration

De fyra “losningarna” ges i figuren. Som vi sag ovan ar det bara

nummer 2 som uppfyller alla KKT-villkoren.
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Fall 2

Vi ser har att minus gradienten till f ar en positiv linjarkombination av
det enda bindande bivillkoret.
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Fall 4

Vi ser har att minus gradienten till f inte ar en positiv linjarkombination

av de bindande bivillkoren.
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Lasanvisningar

Kapitel 20 och 21 i Optimeringskompendiet

e |ckelinjar optimering, grd haftet, sidorna 21-27.
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