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Forelasning 3: Linjar algebra |.

1. Underrum.
2. Ortogonalkomplement.
3. De fyra fundamentala underrummen.

4. Losning av linjara ekvationssystem.

e Linjara algebrans fundamentalsats.

5. Berakning av de fundamentala underrummen,
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Underrum

Definition 1. En delmangd M C R" kallas underrum i R" om for alla
Vi, Vo € M och a1, ar € R det galler att

1V1 + Qo Vo € M

Notera att 0 € M alltid galler.

A3

Vi L2

V3
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Baser till underrum

Vektorerna vy, ..., vy ar linjart oberoende om det inte finns skalarer

. . k
ai,- -+, oy (inte alla noll) sddana att ) |, ; ayvy = 0.

Definition 2. M spanns upp av vy, ...,vy, om for varje v.e M finns
aq,...,0r € R sa att

k
E V] — V
=1

Om vy, ...,vy ar linjart oberoende utgor de en bas till M och
dimensionen for M ar k, vilket betecknas dim M = k.

Notation:
M =span{vy,..., v} = {Zlecvlvl o €R; 1=1,... k}
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Summor av underrum och ortogonala underrum

Givet tva underrum My och Mo, sa ar delmangden
M={vi+vy : vi € My, vy € My} ett underrum och vi skriver
M = M+ Mo,

Tva vektorer vi och v, ar ortogonala om v{ v, = ||vy]|||v2]| cos & = 0,

d.v.s., om vinkeln # mellan dem ar 7w/2, och vi skriver vi | v,.

Tva underrum My och M, ar ortogonala om v; L v, for alla vi € M;
och vo € M>, och vi skriver M; L M.

Om dim M = dim M 4+ dim M5 sa kan varje v € M skrivas unikt pa

formen v = vy + vy, dar v; € My och v, € M.
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Direkt summa av underrum

Ett linjart rum M (till exempel R™) ar en direkt summa av
underrummen M, M, (d.v.s My, My, C M) om M; L M, och varje
v € M unikt kan skrivas v = v + v, for nagot v; € M och

vy € M,. Detta betecknas M = M; & Mo,

Exempel 1. Antag

Ml — Span{vl7 V2,... 7Vk}

Mo = span{vy.1, ..., vi}

M =span{vi, Vo, ..., Vi, Vii1,...,Vi}
dar vi,...,v; ar linjart oberoende vektorer. Da galler att
M= M; & M,

omv; Lv;forallai=1,...;kochj=Fk+1,... L
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Ortogonalkomplement

Ortogonalkomplementet till ett underrum M C R"™ definieras som
M+t ={weR":wlv=0 VveM}
Foljande galler
e M- ar ett underrum.
e R"= Mo M~
e OmdimM =k s3d ardim M+ =n — k.
o (MY =M.
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De fyra fundamentala underrummen

Betrakta den linjara operatorn A : R" — R™,

i ; a;
11 A1n T
as
A= —la & ... 4=
| (1 . Amn, | _T
_am_

Bildrummet R(A) = {Ax|x € R"} = Zéjxj\xj ceR, j=1,....n
j=1

Nollrummet : N(A) = {x € R"|Ax = 0}

={xeR"a/x=0,i=1,...,m}
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Radrummet : R(A") = {A"uju € R}

— {Zézuzuz ceR, 1= 1,...,m}
1=1

Vanstra Nollrummet: N (A") = {u € R"|A"u = 0}
={uce Rm\é]Tu:O, j=1,...,n}
= {ueR"u'A =0}

e R(A) och N(AT) ar underrum i R™

e R(A") och N(A) ar underrum i R"
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De fyra underrummens ortogonala komplement

Sats 1. Foljande ortogonalitetssamband ar uppfyllda

(i) R(A)-=N(AT).
(i7) R(A")t = N(A).
(211) N(A)t =R(AT).
(iv) N(AT)t =R(A).

Bevis: Kapitel 25.5 i OK (Gamla materialet: gula haftet).
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Linjar algebrans fundamentalsats

Sats 2. Lat A € R™"™. D3 har man foljande direkta summor
(a) R" =R(AT) d N(A)

(b) R™ = R(A) & N(AT)

dir R(A") L N(A) och R(A) L N(AT).

Vidare géller att dimR(A) = dimR(A").

Bevis: D3 NV (A), R(A") C R" enligt foregdende sats uppfyller
R(AT)t = N(A) sa galler att R” = R(A?) ® N(A). Beviset av (b)

foljer av samma resonemang.
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Losning av linjara ekvationssystem

Lat A € R™*" och b € R™ och betrakta linjara ekvationssystemet
Ax=Db (1)

(A) Nar existerar det en losning?

(B) Ar I5sningen unik? Vilken [8sning valjer vi annars?

(C') Hur konstruerar vi losningen?

Linjar algebrans fundamentalsats ger svar pa ovanstaende fragor.
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Geometrisk illustration av linjara algebrans huvudsats.

N(A)A /&A @

Diagrammet ger svar pa fragorna (A) — (C) ovan.
e Ekvationssystemet Ax = b har losning omm b € R(A).

e Losningen ar unik om och endast om A (A) = 0. Annars kan varje
|6sning delas upp i tvd komponenter x = x, + x,, dar x, € R(AT)
uppfyller Ax, = b och x,, € N(A).

Ofta valjer vi den kortaste losningen, dvs x,, = 0.
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De foljande tre OH bilderna diskuterar fragorna (A) — (C) i mer detal;.
(A) Det finns en losning till (1) om b € R(A)

(B) Losningen ar unik om och endast om AV(A) = 0. Detta foljer av att
varje x € R" unikt kan skrivas x = x, + x,, dar x, € R(A") och
x, € N(A). Vi har Ax = Ax, + Ax, = Ax,. Komponenten
x, € N(A) ar saledes godtycklig och I6sningen ar unik om och
endast om NV (A) = 0.

Vilken losning valjer vi om N (A) # 07 Ett forslag ar att valja den
losning som har kortast langd matt i Euklidiska normen
|x|| = vVxTx. Det foljer att vi skall valja x,, = 0.
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(C') Antag b € R(A). Det finns tre fall for konstruktion av losning.

(z2) NM(A) =0 och m = n (kvadratisk matris). D& erhalls I6sningen
som x = A7'b.

(71) Om N(A) # 0 sa valjer vi minsta norm I0sningen som ges av
x=A"Tu, dirue R" loser AATu=b. Om AAT ar
inverterbar s far man det slutna uttrycket x = AT(AAT)"'b.

Bevis: Minsta normlésningen x = x, € R(A") kan uttryckas
x = ATu dir u € R™ bestams av att Ax = AATu=b.
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(C) fortsattning
(2i1) N(A) = 0 och m > n (Overbestamt system).
D& erhalls I6sningen som x = (ATA)"'A'b.

Bevis: Beviset lases kursivt. Detta foljer av att
Ax=b & ATAx=A"b (2)

Implikationen at hoger ar uppenbar medan implikationen at
vanster foljer eftersom AT(Ax — b) = 0 betyder att

Ax —b € N(A") samtidigt som vi antagit att

Ax —b e R(A). DA N(AT) = R(A)* betyder detta att

Ax —b e R(A)NR(A)* = 0. Detta visar implikationen 3t
vanster i (2). Matrisen ATA € R™ ™ och man kan enkelt visa
att N(ATA) = 0. Den ar darmed inverterbar och hogra likheten
i (2) ger att x = (ATA)1A'D.
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Berakning av de fyra fundamentala underrummen

Tva metoder for berakning av de fundamentala underrummen
e Singularvardesfaktorisering. Bast for numerisk berakning.

e Gauss-Jordans metod. Vi fokuserar pa denna.
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Sammanfattning av Gauss-Jordans metod

Steg 1 Utfor elementara radoperationer for att transformera A till

trappstegsform

PA=T = (3)

dar P ar en produkt av elementara radoperationsmatriser medan U
ar en trappstegsmatris pa formen

1* O0* O% % 0% x =
1*0**0***
1+ Q* % %
U = 5
L TT1x x ok
b1 B2 B3 Dr
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Steg 1 (fortsattning) Trappstegskolonnerna ar indicerade (1, ..., 3,, dar
r =rang(A) = dimR(A) (rangen for matrisen).

Ovriga kolonner indiceras vy, ...,v;, l=n —r.

Steg 2 Definiera

Ap = :&61 @ﬁr}

Us = :uﬁl ug, | = 1r

U, = _u,,l uyl}
S=p*

Notera att Uy (trappstegskolonnerna i U) ar en identitetsmatris.
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Steg 2 (fortsattning) D& S = P! kan (3) ekvivalent skrivas

U
A=ST = {Sl sz} — S,U
O
Om vi betraktar kolonnerna med index (31, ..., 3, far vi

As=8,U;z;=5;

vilket ger A = A3U.
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Steg 3 Faktoriseringen A = A3U ar av formen A = BC dar

m rader A = B C ] } r linjart oberoende rade
H/_/
n kolonner r linjart

oberoende kolonner

Enligt kap. 26 i OK (sektion 6.1 i gula haftet) galler

R(A) = R(AﬁU) — R(Aﬁ) — span{&gl, e 7a’ﬁr}
N(A)=N(AzU)=N(U)={x e R": Ux =0}
= {X c R" : UgX@ + U, x, = 0}

={xeR":x3=-U)x,; x, € Rl}
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Steg 3 (fortsattning) Vidare har vi med hjalp av ovanstdende
faktoriseringsresultat

R(A") =R(U'A}) =R(U")

Slutligen
N(A")=R(A)" ={y eR": Aly =0}

vilket motsvarar ett ekvationssystem som skall losas.
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Losning av linjara ekvationssystem

Existens och unikhet av losning till det linjara ekvationssystemet
Ax =D
kan bestammas med

1. linjar algebrans huvudsats

o Ger teoretisk insikt samt losningsformler (se forelasning 3).

2. Gauss-Jordans metod

e Praktisk metod for handrakning.
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Gauss-Jordans metod for losning av ekvationssystem

Transformera ekvationssystemet med hjalp av elementara radoperationer

Ax =D
& PAx = Pb
U B,
N X=1_
0 b,
dar
i |]__*O*O** O* * *|
1*0**0***
1—*|* 0O * %
U = :
0
i 1w o x
Pr B2 B35 Pr
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Observera att

1. Losning saknas om, och endast om, l_)n =+~ 0

2. Om b,, = 0, sa finns losningar, och de kan alla skrivas pa formen

X = X, + X, dar x,, € N(A) och

xg,, for koefficienter motsvarande trappstegskolumnerna

X =
0, annars

dar

P4
@
|
|
lopl
=
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Lasanvisningar

| optimeringskompendiet: Kap. 23-25

Gamla materialet:

e Linjar Algebra for optimerare, Gula haftet, sidorna 19-35.
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