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Forelasning: LP-Dualitet

1. Dualitet for LP pa kanonisk form.

e Dualitet, komplementaritet, och tolkningar.
2. Dualitet for allmana LP problem

3. Dualitet for LP pa standardform

Forelasning: LP Dualitet — Ulf Jonsson & Per Engqvist 1 Dualitet



Lasanvisning for OH-bilderna:

e Den geometriska tolkning av komplementaritetsvillkoren lases
kursivt. Liknande tolkningar aterkommer senare i kursen dar det

kommer att vara enklare att forsta.

e Den ekonomiska tolkningen av primal- och dualproblemet lases

kursivt.
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Dualitet for LP pa kanonisk form

Primal Dual
minimera c'x maximera bTy
da Ax>Db dd Ay <c
(P) (D)
x>0 y >0
Primalt tillatet omrade Dualt tillatet omrade
Fp={x€R":Ax>b; x>0} Fp={ycR": Aly<c; y>0}
X € Fp ar optimal losning om y € Fp ar optimal losning om
c'k<c'x, Vx e Fp b'y >b'y, Vy € Fp
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Hur ar primalen och dualen relaterade?

Betrakta foljande primal och motsvarande dual

Primal Dual
minimera 71 + 2> maximera 200y; + 400y,
(P) di &z + &35 > 200 \ dd Sy + syp <1
:z:l + < :z:z > 400 %yl + %yg <1
ZC1,$220 Y1,%2 = 0

Hur forhaller sig
e optimalvardena?
e malfunktionernas varde? (for godtyckliga tilldtna punkter)

e optimallosningen och bivillkoren vid optimalitet?
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lllustration av tillatna omradet, isokostlinjer, samt optimal punkt

Lo~

10000

P

8000

e Optimalvardena ar lika ¢’ = b'$ = 20000

16000

2400071

P

10 20 30 40 50 41

o Forvarjex € Fpochy € Fp gallerc'x>c'*=b'y >b'ly
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Infor

200
s— || = AR —b = ()
S92 0
_Tl_ -
P = —c—A'yg=1° (R)
T2 0

Optimallosningen uppfyller

1. 8=A%-b>0%>0 (primal tillatenhet)
2.t =c—A'y>0,y>0 (dual tilldtenhet)
3. zj7;=0,j=1,20chy;s;,=0,1=1,2 (komplementaritet)
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Komplementaritetsvillkoren kan tolkas geometriskt. Fran (1) och (.5)
serviatt c =1 + A’$ och b= A% —§, dvs

1 1| 1 L
(R) = =+ %50
1 0| 6 &

(5)

200
400

20000 —

1
0

200

foljer att malfunktionernas gradienter (c respektive b) kan skrivas som

linjarkombinationer av de bindande bivillkoren. Detta illustreras i figuren

(dock inte i korrekt skala)
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Ekonomisk tolkning

e Vi betraktar produktion av tva produkter P; och

e Maskinerna M; och M5, anvands vid produktion av saval P; som Ps

e Produktionskapaciteten for maskinerna [dygn/enhet]:

My g 0
M2 | 5 5
Py P,
e Priset for produkterna [kKr/enhet]:
produkt pris
P b1 = 200
P bo = 400

e | dualen bestams produktionsvolymen sa att profiten maximeras.
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Antag att du har alternativet att hyra ut maskinerna M; och M,. Vilket
ar det minsta tankbara priset z; kKr/dygn for att hyra ut M;, k=1, 2.

Minsta priset erhalls ur foljande optimeringsproblem

minimera Iy + o
s 1 1
da 2571 + g522 = 200
1 1
@le + %372 Z 400

X1, L2 Z 0

dar bivillkoren kraver att du tjanar minst lika mycket pa att hyra ut

maskinerna jamfort med din inkomst fran produktion av P, och .
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e Primalen och dualen kan ses som alternativ till varandra.

- Om du har som affarsidé att hyra ut M; och M, s& ger dualen
information om minsta produktionsvolym som kravs for att det

skall vara lont att istallet anvanda maskinerna for produktion av
P, och B.

- Om din affarsidé ar produktion av P; och P, s& ger primalen
information om minsta dygnspris for att det skall lona sig att
istallet hyra ut maskinerna.

e Vad som kallas primal respektive dual ar egentligen godtyckligt

eftersom man kan visa att dualen av dualen ar primalen.
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Teoretiska resultat

Foljande resultat i OK (Svanbergs grona hafte) bekraftar vara

lakttagelser fran exemplet.

Proposition 6.1 (Svag dualitet) For varje x € Fp och varje y € Fp
galler att c'x > b'y.

En direkt foljd av detta ar att om X € Fpoch § € Fpochc't =b'y
sd ar X och ¥ optimal till (P) respektive (D).
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Theorem 6.3 (Stark dualitet) Vi har foljande fyra alternativ for
optimeringsproblemen (P) och (D)

(a) Fp £ 0, Fq# 0. Da finns (minst) en optimal I6sning X till (P) och
(minst) en optimal l6sning ¥ till (D). Dessa uppfyller c'x = b'y.

(b) Fp # () men Fp = (. Da ar primalen neddt obegransad.
(¢) Fp # 0 men Fp = (). Da ar dualen uppét obegransad.
(d) Fp =10 och Fp = 0.

e Beviset av (a) ar icke-trivialt och anvander sig typiskt av Farkas
lemma.

e Fall (b) inses intuitivt eftersom det saknas nedre grans for primalen
om dualen inte har nagon tillaten losning. Motsvarande tolkning
galler for (c).
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Notation

a11 a1n a
| Um1 Amn,_ _ﬁ;rn_
i b1 _ i Y1 | i S1 |
b = Y = S = ’
_bm_ | Im | | Sm_
-01- -5131- -7“ 1-
C = , X = , I =
| Cn | | T | | T'n |
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Theorem 6.5 (Komplementaritetssatsen) x € R" ar optimal till
(P) och y € R™ ar optimal till (D) om och endast om (omm)

CE’jZO, TjZO, Q?jTj:O, j:].,...,n,
v, >0, 5,20, y5, =0, 2=1,...,m,

dirs=Ax—-bochr=c—A'y.

Terminologi:
e Enkla bivillkor for primalen: z; >0, j =1,... n.
e Allmana bivillkor for primalen: s; =a'/x —0; >0,i=1,...,m.

e Enkla bivillkor for dualen: y; >0,i=1,...,m.

e Allmana bivillkor for dualen: r; =c; —4jy >0, j=1,...,n.
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En konsekvens av komplementaritetssatsen ar att

— . AT 2 X —
e Omr; =c; a;y >0saarz; =0,

d.v.s primalens 7 : e enkla bivillkor ar bindande.

e Omy; >0s3drs;, =a,x—b; =0,
d.v.s. primalens 7 : e allmana bivillkor ar bindande.

e Om SZ:E_l;rX—bZ>OSé aryZ:O,
d.v.s. dualens 7 : e enkla bivillkor ar bindande.
o = L AT L
e Om z, > 0sa arr; =c¢; —a;y =0,

d.v.s. dualens j : e allmana bivillkor ar bindande.
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Geometrisk tolkning av komplementaritetsvillkoren

T
Lat e; = {O ... 001 0 ... O} € R" med 1:an i position j.
Da kan vi skriva

c=r+A'y= Z e;r; + Z a;y;
Jiri>0 1:9; >0
d.v.s. primala malfunktionens gradient ar en linjarkombination

(med positiva koefficienter) av de aktiva bivillkorens normalvektorer.

T
Lat e; = {O ... 01 0 ... 0} € R" med 1:an i position 1.
Da kan vi skriva

b=Ax—s= Z a;r; + Z (—e;)s;
J:x; >0 1:5;,>0
d.v.s. den duala malfunktionens gradient ar en linjarkombination
(med positiva koefficienter) av de aktiva bivillkorens normalvektorer.
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Grafisk illustration av den geometriska tolkningen.

e c kan skrivas som en positiv linjarkombination av a; och a;

e b kan skrivas som en positiv linjarkombination av a; och a,

Forelasning: LP Dualitet — Ulf Jonsson & Per Engqvist 17 Dualitet



Dualitet for allmana LP-problem

Primal

minimera ¢ X1 + C4 X,

da Apxy +Apxy > by
Arxi + Axpxy = by

X1 Z O,Xg fri

Tva metoder for harledning av dualen

maximera

d

o

d

Dual

biy:1+by>
ALyi+Agsy < ¢
ALyr +Agny. =c;
y1 = 0, y2 fri

o Overfor pa kanonisk form for vilken dualen ar kand.

e Genom att anvanda Lagrangerelaxering
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Dualitet for LP pa standardform

Primal Dual
minimera c'x maximera b'x
(P) dd Ax=Db (D) dd ATy <c
x >0

Fp={x€R":Ax=b; x>0} Fp={ycR":ATy<c}

Svag dualitet: x € Fp och 'y € Fp

c'x-b'y=c'x—y'Ax=(c-Aly)'x>0.

Komplementaritet: x € Fp och y € Fp ar optimal till (P) respektive
(D) om och endast om (¢ — A'y)'x=0,dv.som (¢;—4'y) -z; =0
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Konsekvens av komplementaritet

Antag att vi med hjalp av simplexmetoden hittat en optimal losning till
primalen (P). Detta betyder att vi har indexvektorer 3 = (1, ..., Bm)
och v = (vq,...,1;) sd att

’

A1
Xﬁ_Aﬁb fAT _
Y = €p -

x, =0 Ay <c
\ . = <{Aly <ec, =9 .
Azy = cg - - T cx=Db'y

cCX=cCgxg=Db'y
\rV:cV—AIyZO

Den sista implikationen betyder att y ar optimal till (D).
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Antag omvant att om vi har hittat en optimal losning y till dualen (D).
Vi kan konstruera en optimal losning x till primalen genom att uttnyttja
komplementaritetsvillkoret

(CZ—QIY)ZCZ:O, izl,...,n

Om ¢; — &y > 0 s8 galler att x; = 0, d.v.s. ¢ € v (icke-basvariabel).
Om det finns n — m sadana icke-bindande duala bivillkor sa har vi funnit

en basindexvektor 3 varvid optimala x ges av

Xg = Aglb ochx, =0

Om dualen ar billig att losa s& ar detta ett bra alternativ, d.v.s. om
n>>m.
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Exempel

minimera 1 + 2x> + 3x3 + 4x4 + bxs
da 5561—|—45132—|—3CE3—|—2£E4—|—£E5:1
Lk ZO,/C:].,,5

Dualen blir

maximera

di S5y <1 4y<2 3y<3 2y<4, y<5>

vilken har optimala losningen ¢ = % Fran komplementaritetsvillkoret ser

man att » = 23 = 24 = 5 = 0 och for att primala bivillkoret skall vara

1

uppfyllt behover vi da 2; = £. Detta ar optimallosningen till primalen.

o1l
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Lasanvisningar

| Optimeringskompendiet kapitel 6.

Gamla Materialet:

e (Grona haftet sidan 23 till 28.
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