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Forelasning 6: Natverksoptimering

1. Minkostnadsflodesproblem i natverk.
2. Modellering och grafteori.

3. Simplexmetoden.
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Minkostnadsflodesproblem i natverk

Data skall skickas fran servrar i nod 1 och 2 till terminaler i nod 3, 4, 5.
Kostnaden for trafik i lanken mellan nod ¢ och j ar ¢;; Kr/Kbyte.

Vi vill minimera kostnaden for den totala datatrafiken.
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Resulterande optimeringsproblem

minimera E CijTij
alla bagar
da T1o + T13 = 40

—T12 + X23 + T2a = 35

—x13 — T23 + T34 + x35 = —30
—Xo4 — T34 + Tg5 = —25
—x35 — Tg5 = —20

x;; > 0, for alla bagar i grafen
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Vi kommer att behandla foljande fragor

e Modellering av natverksflodesproblem

— Grafer, trad, cykler (slingor), uppspannande trad.

e Hur kan man utnyttja grafens speciella struktur i simplexmetoden.
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Modellering och grafteori

(5
y

2 @

En riktad graf G = (N, B) bestar av en mangd noder N = {1,...,m}
och en mangd bagar B

e Bagen fran nod i till nod j betecknas (i, 7).
e Vi skiljer pa bagen (i, ) och bagen (7,1).
| grafen ovan ar
N ={1,...,5}
B=1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4),(3,5),(4,5)}
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Om vi ordnar bagarna i B i ndgon ordning, t.e.x.

B =1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4),(3,5),(4,5) (1)
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

da definieras grafens anslutningsmatris (incidensmatris) A € R™ " som

(1, bage p; startar i nod ¢
a;; = —1, bage p; slutar i nod i (2)
L0, annars
Man ser enkelt att eT A = 0, dir e' = {1 1 ... 1] Raderna ar

darmed linjart beroende och man kan stryka sista raden och fa den
reducerade anslutningsmatrisen A.
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For vart exempel far vi
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Vagar och cykler

e En vag fran nod s till nod ¢ i en riktad graf ar en sammanhangande

sekvens av bagar p1, ..., py dar
Pr — (ik—lyik)a eller Pr — (ik7ik—1)7 och ’iQ — S, iN =1

e En riktad vag fran nod s till nod t i en riktad graf ar en

sammanhangande sekvens av bagar py,..., py dar
Pk — (ik—lvik)a och 7:0 — S, ZN =1

e En (riktad) cykel ar en (riktad) vag fran en nod till sig sjalv.
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e En graf kallas sammanhangande om det existerar en vag mellan

varje par av noder.
e En graf kallas acyklisk om den saknar cykler.

e Ett trad utgors av en sammanhangande delmangd av bagarna i en

graf som saknar cykler.

e | en graf med n noder utgor ett trad med n — 1 bagar ett
uppspannande trad.

Al

Sammanhangande graf Acyklisk graf Trad Uppspannande trad
Ej acyklisk Ej sammanhangande
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e Om en bage adderas till ett uppspannande trad uppstar en unik

cykel.

e Om en bage tas bort fran ett uppspannande trad da sonderfaller

tradet | tva nya trad.

Om bage tas bort
soOnderfaller

tradet i tva nya trad

Om bage adderas
uppstar en unik cykel
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Flodesbalans

e 1,;; betecknar flodet (datatrafik, olja, e.t.c.) i bage (¢, J)
— Om flodet x;; gar i riktningen 7 — j sa ar x;; > 0. Annars

e b; betecknar externt in/ut flode till nod 7. Inflode om b; > 0 och
utflode om b, < 0.
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Flodesbalans i nod ¢ (utflodet = inflodet):
n
Zaijxij:bi,izl,...,n <~ AX:B
j=1
| ovanstaende balansekvation dr A grafens anslutningsmatris definierad i
ekvation (2) och x ar en kolonnvektor med bagflodena z;; sorterade i

samma ordning som bagarna i ekvation (1). Slutligen ar

o T
bz{b1 bn} |

For att balansekvationen ska kunna losas kravs det att
e'b=>" b =0. Under detta antagandet kan vi reducera
flodesbalansekvationen genom att stryka sista raden i A och b,
d.v.s. balansekvation nr. n ar redundant.

T
Vi far da ekvationssystemet Ax = b, dar b = [bl . bn_l} .
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Simplexalgoritmen (paminnelse)

Initial TBL
B:Bla"'aﬁm)
V:(Vla"-ayl)

!

Be_ll:'eikna (y,r,,b)

ry =cCc, — Ayy
Agb=Db
Optimal I6sning
Ja
ry, > 0 x =b, x, =0
zZ = yTb
Nej
Tag vq4 sa att Tvg < 0
Los A,Bék = ayq
G, <0 q Qpegransat problem
Ldsning saknas
. Bz Bp
tM* = min{ —a;p > 0, = ——| Kvottest
Ak Apk
v =vq, Vg =Pp, Bp =V Pivotering
|
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For natverksproblem forenklas simplexalgoritmen enligt foljande

1. Bagarna svarande mot en basindexvektor svarar mot ett

uppspannande trad

2. Basvariablerna som ges av Agxs = b kan enkelt bestammas med
hjalp av flodesbalanser i det uppspannande tradet.

3. Simplexmultiplikatorerna som ges av Agy = ¢ bestams enkelt med
hjalp av det uppspannande tradet.

4. Kvottestet sker genom att studera flodet i en cykel (slinga).

5. Pivoteringen (byte av bas) sker genom att byta ut en bége i det
uppspannande tradet.

Vi illustrerar med det inledande exemplet.
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Basmatriser svarar mot uppspannande trad

Sats 1. m — 1 kolonner ur (m — 1) x n matrisen A i ett MKF-problem
ar linjart oberoende om och endast om motsvarande m — 1 bagar bildar

ett uppspannande trad.

Figuren visar tva baser och motsvarande uppspannande trad i grafen.

o (3)

(1)
L35
X192 Io3 e 12 223
L24 a L45 > L24 @

2
B,B = {(1a2)7 (2a3)a (274)a (475)} Bﬁ = {(172)’ (273)7 (2’4)7 (3a5)}
1 0 0 0] 1 0 0 0
A — —1 1 1 0 A — —1 1 1 0
o -1 0 0 o -1 0 1
0 —1 1) 0 0 —1 0
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Berakning av baslosning Agx = b
b3

b -

I23 @#‘5

Toa >@/545/

b

Basvariablerna kan bestammas genom flodesbalanser i det uppspannande
tradet, dar de externa flodena ges av (b1, b, b3, bs) = (40, 35, —30, —25).

L12 — bl = 40 i 1 0 0 O- -bl-

X23 — —b3 = 30 —1 1 1 0 bg
~ X =

o4 — bg + T1o — X3 — 45 0 —1 0 0 b3

Tas = Tog + b4 = 20 i 0 0 —1 ]._ _b4_
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Vi kan aven berakna basflodet genom flodesbalanser “nedstroms”

Ly — b5 — 20
Toa = Tas — by = 45
o3 — —b3 = 30

T12 = Tp3 + Toa — by = by = 40

Forstar du varfor?

_512_ _40_
. - b 30 . - .
Vinoteraratt xg =b = |_ | = > 0 sa vi har en tillaten baslosning.
D24 45
bas| |20
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Berdkning av simplexmultiplikatorerna y'A; = c;

Simplexmultiplikatorena bestams av ekvationen y' Az = cj.

Till nod 1,...,m — 1 svarar simplexmultiplikator v, k =1,...,m — 1.
Om vi satter vi y,,, = 0 far vi att

v; —Yy; = ¢ij, for all (¢,75) € Bg (alla basbagar)

Darmed ser vi att simplexmultiplikatorerna enkelt kan beraknas ur
natverket

yl@ @ Y3
C12 €23 e y5=C

C45
C2
Yo 2 : e Ya
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yl@ @ Y3
C12 €23 e y5=C

C45
C2
Yo 2 - Q Ya

Med ¢’ = (012701370237024,03470357045) — (2,572727 1, 172) far vi

(i denna ordning p.g.a. y5 = 0)

Ya — Y5 = C45 = Ya = C45 = 2

Y2 = Ya = Y =Ystcu=2+2=4
Yo — Y3 =Co3 = Y3 =Y —C3 =4 —2=2
Y1 — 92 = Y1 =Y +tcn=4+2=0

|
%)
N
~

]
®
[IY
N
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Berakning av de reducerade kostnadernar, =c! —y'A,

]/_

T

Formeln for de reducerade kostnadernar, = ¢! — y' A, resulterar i

ekvationerna (y,, = 0)

rii = ¢i; —y; +y; for alla (i, 7) € B, (dvs for alla icke-basbagar)

| vart exempel har vi

Bu — {(17 3)7 (374)7 (47 5)}
1 0 0
0 0 O
A, =
-1 1 1
0 -1 0
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Vi kan gora berakningarna med hjalp av natverket

r3=ci3— YY1 +tys=5—-6+2=1
= — Y3 tys=1-2+2=1

<
w
AN

|

r3s =Cxp—Ys+ys =1 —-2+0= -1

Vi noterar att r35 < 0 och den aktuella tillatna baslosningen ar g
optimal.
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Kvottest

Eftersom 735 < 0 satter vi x35 = t, dvs bagen (3,5) skall in i basen.
Fragan ar nu vilken bage som skall tas bort for att vi ater skall fa ett

uppspannande trad som svarar mot en ny basmatris.

. . . bi _ b
Den vanliga testen i simplexmetoden ¢™* = min {_—Z\aik > O} =
Qif Apk
forenklas genom att vi kan betrakta flodesbalans i slingan som bildats.
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513232523—|—t:30—|—t
56242524—t:45—t

$45:E45—t:20—t

Vi ser att ¢ kan okas till tM™* = 20 varvid z45 = 0. 45 utgar ur basen.
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Pivotering (basbyte)

-3
40 /
@ I35 — 20

—20

Loq4 = 25
ON

Vi har Bs = {(1,2),(2,3),(2,4),(3,5)} och

40

_ 50
Xg:bg: . >0

20

vilket ar en ny tillaten baslosning.
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Nasta iteration

Om vi upprepar ovanstdende steg far vi

M -4 -
3 13 1
Yy
Y3 1
T'45 1
| Ya 1 S o

Eftersom samtliga reducerade kostnader ar positiva sa ar den aktuella
tillatna baslosningen optimal.
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Sammanfattning av natverkssimplexmetoden

For natverksoptimering forenklas flera av stegen i simplexmetoden
(¢) En basindexvektor By svarar mot bdgarna i ett uppspannande trad.

(22) Baslosningen svarande mot Bg kan beraknas ur flodesbalanser i ett

uppspannande trad. Baslosningen ar tillaten om flodet | samtliga
basbagar ar positivt.

(72¢) Simplexmultiplikatorerna beraknas som (y,, = 0)
v — y; = ¢, for all (¢,7) € Bg (alla basbagar)
(7v) De reducerade kostnaderna beraknas som (v, = 0)
rii = ¢i; —y; +y; for alla (i,7) € B, (dvs for alla icke-basbagar)

(v) Om alla ;; > 0 sa har vi funnit en optimal baslosning.
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(vi) Om ndgon reducerad kostnad r;; ar negativ (tag den mest negativa)
sd adderar vi bagen (7, j) till det uppsannande tradet som svarar mot
basen Bs. En slinga bildas och vi lagger pa ett flode z;; =t > 0.
Genom att studera flodesbalanser i slingan ser man hur mycket ¢ kan
okas innan ndgot av basflodena blir noll. Om ¢ kan okas obegransat

sa ar losningen till optimeringsproblemet obegransad.

(vii) Uppdatera det uppspannande tradet genom att lagga till bagen
(z,7) till Bg samtidigt som bagen svarande mot det flode som blev
noll tas bort. Vi har nu fatt en ny bas (dvs ett nytt uppspannande
trad) och en ny tilldten baslosning.

(viiz) Ga tillbaka till (7i7).
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De fyra fundamentala underrummen for anslutningsmatrisen

Detta avsnitt lases kursivt.

Vi diskuterar har de fyra fundamentala underrummen for
anslutningsmatrisen A och tolkar dem med hjilp av den associerade

grafen G = (N, B). Vi betraktar vart exempel:

Y1
13
@
T12 L23
L24
2
Y2
Till varje nod associerar vi en potential y;, 7 =1,...,m.

Till varje bage associerar vi ett flode (strom) x;;.
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Vi noterar att natverket svarar mot nedanstaende elektriska krets

Y3

Ya
U24

e y;, 7 =1,...,5 betecknar potentialen i nod ;.
e 1;; betecknar strommen genom bage (i, 7).

e u;; betecknar spanningen over resistorn i bage (i, 7).

Forelasning 6 - Ulf Jonsson & Per Enqvist 29 Natverksoptimering



Vanstra nollrummet

Tolkning: Ekvationen " A = u svarar mot krav pd spanningarna over

bagarna

Yi — Yj = Ui

spanning = differens mellan potentialer

Det finns ingen unik losning: En godtycklig konstant till samtliga

nodpotentialer utan att forandra spanningarna over bagarna.

y ' A = u svarar mot att potentialen ys ar fixerad till noll (jordad).

y

N(AT) =span{ e =

—_ = = =

\

Om § € N(AT), da giller
u = 0. dvs., om alla po-
tentialer ar lika sa ar alla

spanningar noll.
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Nollrummet

N(A):{X€R7:Ax:0}:span<

\

 =N(A)
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(")vriga slingor i grafen erhalls som linjarkombinationer av de tre
“basslingorna” i foregaende figur.

1 3 1 3 1 3
5 5 5
2 2 2
4 4 4
Basslinga 1 — basslinga 2 Basslinga 1 — basslinga 2 + basslinga 3 Basslinga 2 — basslinga 3

Flodet in/ut ur kretsen paverkas inte av strommen X i en cykel eftersom

~

Ax =0.
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Radrummet

R(AT) = {u=ATy|  (={u=ATy})
- NA) (=N

7. _ . _ . _
= {11 € R" 1 w13 = ugo + u23; Upa = Uz + Uza; Uss = Uoa +U45}

Tolkning: Summan av spanningarna over en cykel (slinga) ar lika med

noll. Detta kallas ocksa Kirchoff's spanningslag.

Notera att det finns fler slingor, t.e.x. har vi villkoret
U12 + Ung = U713 + U34, Men dessa villkor erhalls linjar kombinationer av
de ovriga (se foregdende OH-bild).
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Bildrummet

R(A)=NANt={beR":e™b =0}
:{bERmiibk:O}

Om b, tolkas som en extern strom som matas in i nod j sa sager

resultatet att summan av dessa strommar maste vara noll.
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Kirchoff’s lagar

U13 i b3

by 213

U24 ba

e Kirchoff's stromlag: Summan av strommarna in till en nod ar noll.
For kretsen i figuren kan detta skrivas Ax = b.
Ett krav ar naturligtvis att > ;" b; = 0.

e Kirchoff's spanningslag: Summan av spanningarna over en cykel

(slinga) ar lika med noll.
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Lasanvisningar

| optimeringskompendiet: Kapitel 7.2.

Gamla Materialet : Linjar optimering, grona haftet, sidan 36-40.
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