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Forelasning 8: Olinjar optimering utan bivillkor

1. Olinjara optimeringsproblem utan bivillkor
2. Optimalitetsvillkor

3. Optimeringsalgoritmer
e Gradientmetoden

e Newtons metod

4. Olinjar minsta kvadratskattning
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Lokala och globala minpunkter

minimera f(x)

da x&R"

Definition 1. X € R" ar en lokal minpunkt till funktionen f om det
finns 0 > 0 sa att

f(x) < f(x), Vx € R" sd att ||x — x|| < 9.
Definition 2. X € R" ar en global minpunkt till funktionen f om

f(%) < f(x), ¥x R
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Derivator

Gradienten till f i punkten x definieras som radvektorn

| 9f of
Vfx)= o (x) ... o (x)
Hessianen till f i| punkten x definieras som den symmetriska n X n
matrisen
e o f _
F(x) = V°f(x) = s :
0? f 0? f
_axnaxl (X) ce a—x%(X) _

Vi antar nedan att f ar tva ganger kontinuerligt deriverbar.
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Riktningsderivatan

Betrakta funktionen f i1 punkten x och riktningen d, och |at

Faq(a) = f(x+ ad). Detta ar en funktion av en variabel; skalaren «.

F'(a) = }|LI_>I"T}) Fa(a + h})L — Fy(a) _ }ll'_% f(x+ ad + h(i) — f(x+ ad)
e f(x+ad)+hVf(x+ad)d+ 1R2d"V?f(§)d — f(x + ad)
I, A

=V f(x+ ad)d

Speciellt galler att F;(0) = V f(x)d ar riktningsderivatan for f i
punkten x och riktningen d.
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Avtaganderiktningar och riktningsderivator

Definition 3. d ar en avtaganderiktning till f i punkten x om det finns
ett € > 0 sadant att f(x +td) < f(x) for allat € (0,¢).

Avtaganderiktningar kan karaktariseras med hjalp av riktningsderivatan:

Lemma Om Vf(x)d < 0 s3 ard en avtaganderiktning till f i x.

Om det inte finns ndgra avtaganderiktningar till f i punkten x s& maste
det alltsd galla att Vf(x)d > 0 for alla d, d.v.s. att V f(x) = 0.
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Optimalitetsvillkor

Sats 1 (Forsta ordningens nodvandiga villkor).
Om X ar en lokal minpunkt till f s3 ar Vf(X)=10".

Sats 2 (Andra ordningens nodvandiga villkor).
Om X ar en lokal minpunkt till f s§ ar Vf(X) = 0" och F(X) >0
(positivt semidefinit),

Sats 3 (Andra ordningens tillrackliga villkor).
Om Vf(X) = 0" och F(X) > 0 (positivt definit)
da ar X en lokal minpunkt.
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Optimeringsalgoritmer

Vi betraktar tva iterativa metoder for minimering av flervariabla
funktioner.
1. Gradient metoden (steepest descent/brantaste lutningsmetoden)
e Sokriktningen bestams med hjalp av gradienten, dvs forsta
ordningens information.
2. Newtons metod.

e Anvander andra ordningens information, dvs gradienten och

Hessianen, for att bestamma sokriktningen.
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Gradientmetoden

|dé: Sok i riktningen dar funktionen avtar mest = sokriktningen ges av
dk) — _vf(X(k))T_

Algoritm:
(0) Bestam startpunkt x(©) och 14t k = 0.
(1) Lat d¥) = —V (x0T,

(i) Kontrollera avbrottskriterium: Om |V f(x(*))| < € s3 avslutas

sokningen.
(727) Utfor linjesokningen

t*) = arg min f(x®) + td™)

t>0
och 15t x(-+1) = x(b) 4 (k) qk)

(7v) Uppdatera k := k + 1 och ga till steg (7).
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Kommentarer till gradientmetoden

Om exakt linjesokning utfors far man d**1) | 4%,

Bevis: Om o(t) = f(x*) +¢td®)) s far man

0 = gpl(t(k)) _ Vf(x(’“) 4+ t(k)d(k))Td(k) _ _(d(k+1))Td(k)

n\\d(O)
=
(0)

Ortogonala sokriktningar Detta kan leda till langsam konvergens
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Linjesokning

Vi later p(t) = f(x®) 4+ td®)). Linjesokningen svarar mot att losa

min ().

t>0

Linjesokningen maste | regel goras approximativt. Vi presenterar tva

metoder
1. Intervallhalvering

2. Newtons metod
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Intervallhalvering

Vid intervallhalvering anvands forsta ordningens information for att soka
efter en punkt dar ¢/(t*)) =~ 0.
Algoritm:

(0) Lat ap = 0 och By = tmax, dar tmax ar en Ovre grans sadan att
©' (tmax) > 0.

oy + B
>

(1) Om |¢'(t)] < € s& ttF) = ¢, Klart!

(1) t, =

(’LZ’L) Om @’(tk) < 0 s3 g1 = g och ﬁk—l—l = ﬁk
Om @'(tk) > 0 sa 11 — O och ﬁlﬁ—l — tk.

(tv) k=k+1. Gatill (2).
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Newtons metod (for linjesokning)

Newtons metod anvander forsta och andra ordningens information for

att bestamma en punkt sidan att ¢'(t(*)) ~ 0.

L3t o = 0 och och utfor iterationen

o' (tr)
" (tr)

till dess att |¢/(t;)| < e. Optimala punkten ar approximativt t*) = ¢,

b1 =t —

Denna metod beskrivs i ett mera generellt fall harnast.
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Newtons metod

ldén bakom Newtons metod ar att att approximera f(x) med en andra

ordningens Taylorutveckling.

L3t x = x(®¥) + d. Newtons metod utnyttjar approximationen

min f(x) & mdin F(x™) + vV F(x™)d + %dTF(X(k))d

Om F(x®)) > 0 (positivt definit) sd uppfyller minpunkten d(*)
F(x")d® = —v f(x")T

| annat fall kan man 1ata H(x®)) = F(x®)) + I, dar pn > 0 ar
tillrackligt stor s3 att H(x®)) > 0 och d§ anvanda sokriktningen d(*)
som uppfyller

H(x(’“))d(k) — -V f(X(k))T
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Newtons algoritm:

(0) Bestam startpunkt x(©) och 14t k = 0.

(i) Kontrollera avbrottskriteriet ||V f(x*))|| < ¢

(72) Bestam sokriktning

F(X(k))d(k) — -V f(X(k))T
(ii7) L3t x*+1) = x(®) 1 +(®K)d(k) dar ¢(*) 3r det storsta talet av
1, 1/2, 1/4,..., s att f(x®) + B d®)) < f(xF)
(tv) k=k+1. Gatill (2).

Kommentar 1. (:i¢) kan ersattas med linjesokning. Detta ar speciellt
lampligt om f(-) inte ar en konvex funktion.
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Ickelinjar minstakvadratskattning

Problem Finn x s3 att (approximativt)

hi(x) =0
hQ(X) =0
hpy(x) =0

ldé: Los det olinjara minsta kvadratproblemet

min f(x Zh h(x)™h(x) dir h(x)=| (1)

Om f(X) =~ 0 sa galler att h;(X) ~0,2=1,...,m.
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Gauss-Newtons metod

Vi betraktar tva harledningar av Gauss-Newtons metod for att losa (1).

Metod 1: Om vi anvander att
h(x® + d) ~ h(x®) 4+ Vh(x*)d

sa far vi approximationen

1 1
min ~h(x) h(x) ~ min ~[VA(x)d + h(x")[?

X

Detta ar ett minsta kvadratproblem pa standardform vars losning ges av
normalekvationen

Vh(x®)TVh(x")d® = —Vh(x*)Th(x™)

Nista iterationspunkt ges saledes av x(F1) = x(®)  ¢(F)q(k) d5y ¢(F)

t.ex. bestams med linjesokning.
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Metod 2: Anviand Newtonriktningen. For f(x) = zh(x)"h(x) far vi

1
2

V() = Emj () Vhi(x) = h(x)"Th(x)
F(x) = V2 (x) = f;wm(xfww () V2h(x)
— Vh(x)TVh(x) + fj () Vi)
Newtonriktningen ges av )
(Th()TTh(x) 3 ()77 = ~h(x )T V()
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Om vi gor approximationen h;(x*)) ~ 0 s3 far vi
Vh(x")TVh(x*)d®™ = —h(x")TVh(x")
vilket overenstammer med Metod 1.

Nasta iterationspunkt ges av x(*t1) = x(*) 4 (E)q(k) d5r ¢(#) t ex.

bestams med linjesokning.
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Lasanvisningar

e Kapitel 12-17 i OK.

(Ickelinjar optimering, Gra haftet, sidan 1-17.)
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