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1. (a) Vihar ett niitverksflodesproblem med 5 noder. Lat z = (212, 213, 24, T25, T34, T45) .
vara variabelvektorn och vi noterar att den angivna punkten &ar en tillaten
16sning till problemet och en baslésning eftersom den svarar mot ett spannande
trad. Borja natverksversionen av simplexalgoritmen i den angivna punkten.

Lat nodpotentialen i nod 5 vara noll, dvs lat y5 = 0. Utnyttja att rj =
cjk — Y; + yr = 0 for basvariabler, vilket ger att yo = 3, y1 = 7, y3 = 5 och

ys = 2. For de tva ickebasvariablerna har vi da att de reducerade kostnaderna
ges avryy =4 —5+2=1o0ch ry5 =3 -2+ 0 =1 bada ar positiva och den
givna punkten ar optimal.

(b) Utfér rad- och kolonnoperation pa H tills vi erhaller matrisen

och vi noterar att matrisen inte ar positiv pa diagonal och alltsa varken &r
positivt definit eller positivt semidefinit. Problemet att minimera f(z) ar darfor
inte begransat underifran och det finns ingen optimal punkt for problemet.

2.  (a) Problemet (P) kan skrivas pa standardform

min Tz
(P) st. Ax=0b
x>0
dar
1 0 3 1 0 1 T
A=111 1 o 1}, b_[l], c=[-1 -2 =10 0] .

Vi bérjar med slackvariablerna x4 and x5 i basen, d.v.s. f = {4,5} och § =

{1,2,3}.
11 10 3
B_[o 2]’N_[1 1 —1]

Da ger ekvationerna A:gy = cp och r? = c:‘sr —yT As att

y:[g], rg =[-1 -2 —1].
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Lat xo g in i basen. Vilken variabel ska lamna basen ?

Fran Agay = ay, far vi @y, = (0,1)T, och eftersom det forsta elementet ir noll,
sa maste den andra basvariabeln, namligen s, lamna basen.

Nu ar 8 = {4,2} och § = {1, 5,3}, och vi uppdaterar bas- och ickebasmatriser:

10 10 3
Aﬁ:[o 1}“45:{1 1 —1]

Nu ger ekvationerna Agy = cg och ’r‘g = cg’ —yT As att

y:[_g}, ri=[12 -3].

Lat x3 ga in i basen. Vilken variabel ska lamna basen ?

Fran Agas = as, far vi az = (3,—1)T, och eftersom det andra elementet ir
negativt, si maste den forsta basvariabeln, ndmligen x4, lamna basen.

Nu éar 8 = {3,2} och § = {1, 5,4}, och vi uppdaterar bas- och ickebasmatriser:

30 101
Aﬁ:[—l 1]"45:[1 1 0]

Nu ger ekvationerna Agy = cg och T(ST = c? —yT As att

y—[:;], f=[22 1].

Eftersom alla reducerade kostnader ar positiva sa ar den aktuella baslosningen
& =(0,%,3%,0,0) optimal.
Det duala problemet blir

[ max 241 + y2

da y1 -y <1
(D) Y1 +ys <2
y1 —y2 < —2
21 +y2 <5

Komplementaritet ger att bivillkor 2 och 3 &r uppfyllda med likhet och vi ser
att y1 = 0 och yo = 2 uppfyller detta ekvationssystem. Dessutom uppfylls
ovriga bivillkor med strikt olikhet.

Forst och framst uppfyller z; alla bivillkor, sa det &ar en tillaten punkt.

Vi kollar att ¢’z = b7y, dvs 2% 3/2 —2%1/2 =2 =2%0+ 12, alltsa ar
optimal for primalen och y optimal for dualen enligt dualitetssatsen.

Genom LDLT-faktorisering ser vi att:

Matris H; ar inte positivt semidefinit, sa motsvarande optimeringsproblem har
ingen andlig 16sning.
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4.

(a)

Matris Hy ar positivt definit, sa& motsvarande optimeringsproblem har en unik
andlig 16sning.

Matriserna Hs och Hy ar positivt semidefinita, men inte positivt definita, sa
motsvarande optimeringsproblem har en éndlig 16sning om och endast om ¢; €
R(H;).

Eftersom c3 € R(H3), sa har motsvarande optimeringsproblem en &ndlig 16sning.
(t.0.m. odndligt manga 16sningar som ligger pa en linje i IR?)

Eftersom ¢4 ¢ R(Hy), sa har motsvarande optimeringsproblem ingen &ndlig
16sning.

Bestam nollrummet till A
A=[1 -1].

2-[1].

Den reducerade hessianen Z7 H,Z = 6 ar positivt definit, s& motsvarande op-
timeringsproblem har en unik dndlig 16sning.

Det spanns av kolumnvektorn

Den reducerade hessianen Z7 HyZ = 5 dr positivt definit, s& motsvarande op-
timeringsproblem har en unik dndlig 16sning.
Den reducerade hessianen Z7 H3Z = 8 dr positivt definit, s& motsvarande op-
timeringsproblem har en unik dndlig 16sning.
Den reducerade hessianen Z7 H,Z = 8 ar positivt definit, s& motsvarande op-
timeringsproblem har en unik dndlig 16sning.

Gradienten till f &r Vf(z) = [221 + 273 + 1, 429 + dx3, 1073 + 271 + 429 + 473,
och hessianen ges av

Vi LDL"-faktoriserar, efter forsta steget far vi

2 0 0
0 4 4 ,
| 0 4 8+1223 |
efter andra steget far vi
[2 0 0 |
0 4 0 ,
| 0 0 4+1223 |

och denna diagonalmatris ar positivt definit for alla x och alltsa ar f strikt
konvex.
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(b)

I punkten 2(® = 0 har vi da d© = =V f(z(®), dvs d© = —(1,0,0).

Nista punkt viljs med hjilp av exakt linjesckning, minimera g(a) = f(z(®) +
ad®) = f(—a,0,0) = a® — a for positiva a.

f &r en kvadratisk funktion med positiv hessian, och darfor konvex, och har
alltsa ett unikt minimum som ants dér derivatan &r noll, dvs i punkten & = 1/2
(vilket &r i det tillatna omradet).

Nista punkt ges da av () = 2(0 + ad® = (=1/2,0,0).

Det tillatna omradet ges av 0 < z; < 1 for j = 1,2,3. Det kan beskrivas med
hjalp av g;(x) <0 fori=1,2,3,4,5,6 dar

g1(z) = —z1,  g2(x) = —w2, g3(x) = —u3,
ga(x) =21 -1, gs(x) =w2—1, ge(z) =251
Da kan problemet skrivas min f(x) da g(z) < 0.

I punkten z* = (0,0, 0), ar bivillkoren 1,2,3 aktiva och 4,5,6 inaktiva (och alltsa
maste Ag, As, Ag alla vara noll).

1 -1 0 0
Vi) +AVg )= 0 | +Xx1 | 0 | +Xx| -1 |J+X3[ 0 | =0.
0 0 0 -1

Detta ar sant for Ay = 1 > 0, Ao = 0, A3 = 0. Alltsa d&r KKT1 och KKT3
uppfyllda. Eftersom x* ar tillaten sa ar dven KKT?2 uppfyllt och i och med att
bivillkor 1,2,3 ar aktiva och 4,5,6 ar uppfyllda med strikt olikhet sa ar KKT4
uppfyllt.

Problemet ar konvext, sd KKT-villkoren ar ekvivalenta med de globala opti-
malitetsvillkoren och vi kan alltsa saga att * ar ett globalt minimum.

Omradet #r inte konvext. Punkterna z(!) = (1,0) och (3 = (—1,0) &r tillatna,
men punkten 1/2z(0) 4 1/22(2) = 0 &r inte tillaten.

Tillditna omradet bestéims av att h(x) = 23 + 23 — 1 = 0. Gradienten till denna
funktion ges av Vh(z) = (2x1, 222 0).

Malfunktionen ges av f(z) = Azy + Bzy. Gradienten till denna funktion ges
av Vf(z) = (A, B).

Vi har att Vf + AVg = (A + A\2x1, B + A2x9 0) = 0, om och endast om
x1 = —A/(2\) och 9 = —B/(2\).

Viardet pa A\ bestams genom att satta in dessa punkter i bivillkoret,

AQ B2

+ o =1

=t e

vilket ger \ = :l:%\/A2 + B2

Funktionerna f och h #r differentierbara oéindlig manga ganger i hela IR?, gra-
dienten for h ar nollskild for alla tillatna punkter, sa problemet ar reguljart.
Minimum maste da antas i en punkt som uppfyller KKT-villkoren och alltsa

. A B B A B
i en av punkterna <\/A2+BQ’ \/A2+B2> och (\/A2+B2, \/A2+B2)' Genom att

jamfora malfunktionsvardena i dessa tva punkter ser vi att minimum antas i
den senare av punkterna. (maximum antas i den andra)
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(b) Det nya problemet har malfunktionen
g(t) = f(x(t)) = Acos(t) + Bsin(t).

Det tillatna omradet ar nu konvext, men istéallet sa ar malfunktionen inte konvex
eftersom g//(t) = —Acos(t) — Bsin(t) kommer att vara negativ for nagot t €
[—7, 7] om inte bade A och B &r noll. Sa problemet &r inte konvext nu heller.
Lat t© = 0. Newtons metod ger nu att vi bestdmmer riktningen till niista
punkt fran g77(0)d® = —g7(0), dvs —Ad® = —B sa d© = B/A.

Med ett enhetssteg blir nu nésta iterationspunkt 1) = ¢(0) 4+ 40 =0+ B/A =
B/A.

Newtonmetoden ger en descentriktning om hessianen &r positiv i iterationspunk-
ten, dvs om A < 0.



